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Résumé.
Ce travail résoud de manière affirmative le Problème de Gerstenhaber sur

la dimension de l'algèbre engendrée par trois matrices commutantes.
Nous rappelons sans démonstrations la décomposition deWeyr desmatrices

M deMn(C) et l'allure du commutant d'une matrice deWeyr nilpotente, dont
les éléments seront appelés matrices fractales.

Nous montrons aussi dans le 2. que deux matrices fractales commutantes
sont simultanément trigonalisables et nous définissons l'extraction qui trans-
forme F(z1,..,zt) en F(z2,..,zt).

Nous démontrons dans le 3. unThéorème de type �Cayley-Hamilton� pour
les matrices fractales : si on désigne par � le polynôme caractéristique du bloc
M1;1 de la matrice fractale M, la matrice �(M) appartient à WC[W ;M ]. Un
couple de matrices fractales commutantes A et B étant choisi, nous appliquons
ce dernier résultat auxmatrices du faisceau engendré par A et B, aboutissant
à l'idéal Y(A;B)=<�rA+sB(rX+sY),(r,s)2C2>.

Dans le 4. nous comparons les dimensions des algèbres quotients C[W ;A;

B]/WC[W ;A;B], etC[X;Y ]/Y(A;B) puis nous démontrons que la dimension
de C[X;Y ]/Y(A;B) est majorée par z1.

Nous montrons que la dimension de WC[W ;A;B] est majorée par celle de
l'algèbre extraite C[ Wt WW; WAWt ; WBWt ], ce qui permet de raisonner par
récurrence sur le nombre de parts de la composition considérée.

Le cas général de trois matrices commutantes (A,B,C) est traité dans le 5.
par la décomposition de C en somme directe de matrices de Weyr, Wi+�iI ;
et la décomposition correspondante pour A et B.

1. Introduction

Il est bien connu que la dimension de l'algèbre (unitaire) engendrée par une
matrice ou deux matrices commutantes de Mn(C), est inférieure ou égale à n et
ce résultat, d'abord établi dans le cadre de la Géométrie Algébrique [3], a été
ensuite démontré soit avec les outils de l'Algèbre Linéaire [1], soit de la Géométrie
Algébrique dans la belle et rapide preuve de Guralnick [4], qui fait remonter l'idée
de base à [7] ou même de la Théorie des Modules [8].

L'analogue, dans le cas de k>3 matrices commutantes de Mn(C) est faux, on
trouvera un contre-exemple élémentaire dans [10]; reste donc le cas de trois matrices
commutantes.

Le problème � des trois matrices � reste très largement ouvert; les méthodes
s'appuyant sur la Géométrie Algébrique dépendaient de l'irréductibilité de la variété
formée par les k-uplets de matrices commutantes mais cette irréductibilité n'est pas
vraie pour k=3, pour la majeure partie des valeurs de n ([5],[6],[12]); de son côté
l'Algèbre Commutative, qui a été l'occasion de démonstrations plus élémentaires
dans le cas de deux matrices [1], n'a permis la résolution du problème que dans des
cas particuliers [9].
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Le point de vue de la Géométrie Algébrique, c'est-à-dire la question de l'irrédu-
cibilité de la variété des triplets de matrices commutantes, a été poursuivi dans
les travaux de K. Sivic [12] et de A. Sethuraman [10] avec des résultats partiels
relatifs à la régularité des matrices (c'est-à-dire la dimension maximale des sous-
espaces propres) tandis que les auteurs de [6], se sont lancés dans une recherche
intensive d'une algèbre commutative engendrée par trois matrices deMn(C); dont
la dimension serait inférieure à n [5].

Nous avons fait le choix de l'étude des matrices � fractales �, en partant de
l'hypothèse �naïve�, suivant laquelle l'allure très particulière de ces matrices devait
(pouvait) receler des secrets utiles.

2. Matrices de Weyr

On trouvera ici un rappel des définitions et des résultats élémentaires concernant
les Matrices de Weyr; les constructions et les démonstrations peuvent être trouvées
dans l'article d'exposition d'Helen Shapiro [11] et le livre original et très riche de
J. Clark, K. O'Meara, C. Vinsonhalter [6].

Définition 1.
La matrice de Weyr associée à la composition z1>z2>..>zt de n

On appelle matrice de Weyr nilpotente, associée à la composition z1>z2>..>zt
de n, la matrice définie par blocs comme suit:

1. W=(Wi;j) où le bloc Wi;j appartient à Mzi;zj(C);

2. 8i2f1; : : : ; t¡ 1g, Wi;i+1=

0BBBBBBBBBB@
1 0 : : : 0
0 1 : : : : : :
: : : : : : : : : : : :
: : : : : : : : : 1
0 0 : : : 0

1CCCCCCCCCCA=
 

Izi+1
0

!
2Mzi;zi+1(C)

3. si j=/ i+1, Wi;j=0;

d'où W=

0BBBBBBBBBB@
0 W1;2 0 0 : : : : : :0

0 0 W2;3 0 : : : : : ::

: : : : : : : : : : : : : : :: 0
: : : : : : : : : : : : : : : Wzt¡1;;zt

0 : : : : : : : : : : : : 0

1CCCCCCCCCCA .

W est appelée la matrice de Weyr nilpotente associée à la composition
z1>z2>..>zt; W est nilpotente d'ordre t.

Théorème 2. Toute matrice nilpotente M2Mn(C) est semblable à une unique
matrice de Weyr nilpotente W.

Théorème 3. Toute matrice M2Mn(C) est semblable (de manière unique, à
l'ordre près) à une matrice en blocs de Weyr
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0BBBBBB@
�1I +W1 0 : : :: 0

0 �2I +W2 : : ::
: : :: 0 : : :: 0
0 : : :: 0 �rI +Wr

1CCCCCCA, où les Wi sont des matrices de Weyr nilpo-

tentes.

Théorème 4. (Le commutant de la matrice de Weyr nilpotente W(z1,..,zt))
Soient W=(Wi;j) une matrice de Weyr nilpotente et une matrice A=(Ai;j)
AW=WA si et seulement si
1.8(i; j), i>j =)Ai;j=0
2. 8(i; j), i6j Ai;j=

 
Ai+1;j+1 �

0 �

!
(que l'on peut écrire

Wt i;i+1AijWj;j+1=Ai+1;j+1)

Une telle matrice sera appelée matrice fractale associée à la composition
z1>z2>..>zt, l'ensemble des matrices fractales associées à la composition
z1>z2>..>zt sera noté F(z1,..,zt) ou F s'il n'y a pas d'ambiguité, c'est le com-
mutant de W, c'est donc une algèbre.

Dans une matrice fractale A le bloc A1;1 sera appelé bloc directeur.

Voici un exemple de matrice fractale associée à la composition (5,3,2,1)

M=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

a b d p u g i z l dd A
0 c e q v h j zz m ee B
0 0 f r w 0 k aa n ff C
0 0 0 s x 0 0 bb 0 gg D
0 0 0 t y 0 0 cc 0 hh E
0 0 0 0 0 a b d g i l
0 0 0 0 0 0 c e h j m
0 0 0 0 0 0 0 f 0 k n
0 0 0 0 0 0 0 0 a b g
0 0 0 0 0 0 0 0 0 c h
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

est une matrice fractale; elle est triangulaire

supérieure par blocs, on remarquera qu'en effet chaque bloc Mi;j contient une copie
de son successeur � en diagonale � Mi+1;j+1.

Théorème 5. Trigonalisation d'une matrice fractale
Toute matrice fractale est semblable à une matrice fractale triangulaire supé-

rieure.
De même, si on considère deux matrices fractales A et B telles que AB=BA, elles

sont simultanément semblables à deux matrices fractales, triangulaires supérieures,
qui commutent entre elles.

Démonstration. �

Soit M=(Mi;j)(i,j)2f1; : : : ;tg2 une matrice fractale; on notera comme plus haut

pour chaque i de f1; : : : ; tg Mi;i=
 
Mi+1;i+1 �

0 Ni

!
; avecMt+1;t+1=(0).

Les matrices Ni, étant à coefficients complexes, il existe pour tout i une matrice Pi
inversible telle que Pi

¡1NiPi=Ti est triangulaire supérieure, puis on pose Qt+1=(0)
et pour i=t à i=1 Qi =

�
Qi+1 0
0 Pi

�
.

On montre par une récurrence immédiate que les blocs Qi
-1Mi;iQi sont triangu-

laires supérieures et, par suite, si on pose Q=(Qi), alors Q¡1MQ est triangulaire
supérieure.
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Reste à vérifier que Q¡1WQ=W et pour celà comparons Qi
¡1Wi;i+1Qi+1 et

Wi;i+1:

Qi
¡1Wi;i+1Qi+1=

0@ Qi+1
¡1 0

0 Pi
¡1

1A� Ii+1
0

�
Qi+1=

 
Qi+1
¡1

0

!
Qi+1=Wi;i+1, puis calcu-

lons Q¡1WQ:0BBBBBBBBBBBB@
Q1
¡1

: : :

Qi
¡1

: : :

Qt
¡1

1CCCCCCCCCCCCA

0BBBBBBBBBBBBBB@

0 W1;2 0 : : :0

0 W2;3

0 0 0 : : ::
: : : : : : : : : : : : 0
: : : : : : : : : 0 Wzt¡1;;zt

0 : : : : : : 0

1CCCCCCCCCCCCCCA

0BBBBBBBBBB@
Q1

: : :
Qi+1

: : :
Qt

1CCCCCCCCCCA
est la matrice dont les blocs en position (i,i+1) sont de la forme

(Q i
¡1Wi;i+1Qi+1)=Wi;i+1et les autres blocs sont nuls, c'est-à-dire W.
En résumé Q¡1MQ est triangulaire supérieure, et commute avec Q¡1WQ=W

donc elle appartient aussi à F.
2) Dans le cas de deux matrices fractales A et B, qui commutent entre elles, il

suffira, en posant A=(Aij)(i,j)2f1; : : : ;tg2 et B=(Bij)(i,j)2f1; : : : ;tg2, avec pour chaque

i Aii=
 
Ai+1;i+1 �

0 Ni

!
et Bii=

 
Bi+1;i+1 �

0 Ui

!
, sachant que pour tout i Ni et Ui com-

mutent, de choisir Pi qui les trigonalise simultanément; on achève la construction
en posant pour i=t à i=1 Qi =

�
Qi+1 0
0 Pi

�
.

Proposition 6. Quelques résultats immédiats
1. Soient (A1; : : : :; Am) une famille d'éléments de F qui commutent entre eux

deux à deux alors C[A1; : : : :; Am] = f
P

�i1; : : : ;imA1
i1: : ::Am

img est une sous-algèbre
commutative de F

2. Si A est une sous-algèbre commutative de F contenant W, WF=fWg; g2Ag
est un idéal (bilatère)de A.

3. Soient deux matrices fractales A et B telles que AB=BA, l'ensemble des
polynomes P (X;Y ) tels que P (A;B)2W (C[W ;A;B]) est un idéal de C[X;Y ]: il
sera noté W (C[W ;A;B]):C[X;Y ]:

Démonstration.
1. immédiat.
2. découle du fait que F est le commutant de W et donc que tout élément de A

commute avec W.
3. découle du fait que WC[W ;A;B] est un idéal de l'algèbre C[W ;A;B]. �

Définition 7. (Extraction d'une matrice de F(z1,..,zt))
Soit une matrice M=(Mi;j) de F(z1,..,zt) on désignera par 	(M) la matrice

Wt MW.

Proposition 8. Propriétés de 	
1) Soit M une matrice fractale où on pose M=

 
M1;1 ?

0 M2
0

!
, Wt MW=

 
0 0

0 M2
0

!
et

M2
0 appartient à F(z2,..,zt); en particulier Wt W =

 
0 0
0 In¡z1

!
et W'2 est nilpotente,

associée à la composition (z2,..,zt)
2) Si A et B sont deux matrices commutantes appartenant à F(z1,..,zt) A20 et B20

sont des matrices commutantes appartenant à F(z2,..,zt).
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3) 	 est un endomorphisme d'algèbres de F(z1,..,zt) vers F(z1,..,zt) (mise à part
la question de l'image de la matrice unité)

4) Le noyau de 	 est l'annulateur de l'élément W.

Démonstration.0BBBBBBBBBB@
Wt 1;2 0

0 Wt 2;3 0

0 0 : : : : : :
: : : : : : : : : 0

0 : : : : : : Wt t;t¡1 0

1CCCCCCCCCCA
¡
Mi;j

�
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 W1;2 0 0 : : : : : :0

0 W2;3

0 : : :
0 0 0 0 : : : : : ::
: : : : : : : : : : : : : : :: : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : 0 Wzt¡1;;z1
0 : : : : : : : : : : : : 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

0 0 : : : : : : 0

: : : M2;2
0 : : : : : : M2;t

0

: : : 0 M3;3
0

: : : : : : 0 : : ::
: : : : : : : : : 0 : : :

0 0 : : : 0 0 Mt;t
0

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
où M'k;q= Wt k¡1;kMk¡1;q¡1Wq¡1;q si (k,q)2f1; : : : tg2 et M'k;q=(0) sinon.
Le Théorème 4 entraîne que si k>1 et q>1 M'k;q=Mk;q d'où l'extraite tWMW

de la matrice fractale M=(Mi;j) est la matrice

0BBBBBBBBBBBBBB@

0 0 : : : : : : : : : 0
0 M2;2 : : : : : : : : : M2;t1
: : : 0 M3;3 : : : : : :

: : : : : : 0 : : :: : : : : : :
: : : : : : : : : 0 : : : : : :
0 0 : : : 0 0 Mt;t

1CCCCCCCCCCCCCCA.

2) Si on pose A=
 
A1;1 A12

0

0 A2
0

!
et B=

 
B1;1 0

0 B2
0

!
l'égalité AB=BA entraîne

A1;1B1;1=B1;1A1;1 et
A'2B'2=B'2A'2 et, de même, AW=WA et BW=WB entraînent que A'2 et B'2

commutent avec W2:

3) Considérons deux matrices fractales A et B, WAWt WBWt =
 
0 0

0 A2
0

! 
0 0

0 B2
0

!
= 

0 0

0 A2
0B2
0

!
=
 
0 0

0 (AB)20

!
, selon les principes de la multiplication par blocs, et ceci

est égal, d'après les alinéas au-dessus, à WABWt .
La linéarité est, quant à elle, évidente.

�

3. Un théorème de type cayley-hamilton pour les matrices fractales

Rappelons le résultat classique sur la famille génératrice de l'algèbre engendrée
par deux matrices commutantes, ici W (nilpotente sous forme de Weyr) et M:

Théorème 9.
La famille (I ; M ; : : : :; Mz1¡1; W ;WM; : : : ;WMz2¡1; : : : :; W t¡1; W t¡1M; : : : ;

W t¡1Mzt¡1) engendre l'algèbre C[W ; M ] (Barria et Halmos [1] dans le cadre
Jordan, O'Meara,Clark, Visonhalter... [6] dans le cadre de Weyr)

Comme dans le Problème de Gerstenhaber pour deux matrices la notion de
matrice cyclique joue un rôle important dans l'étude du problème pour trois matrices.

Définition 10. Matrice cyclique, Matrice fractale à � bloc directeur cyclique �
Une matrice M2Mn(C) est dite cyclique lorsqu'elle possède l'une de ces pro-

priétés équivalentes:
i) son polynôme minimal �M(X) est égal à son polynôme caractéristique �M(X)
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ii) pour chaque valeur propre le sous-espace propre est de dimension 1
iii) elle est semblable à une matrice � compagnon�, c'est-à-dire une matrice de

la forme0BBBBBBBBBB@
0 : : : : : : : : : 0 ¡m0

1 0 : : : : : : : : : ¡m1

0 1 0 : : : : : : : : :
: : : : : : : : : 0 : : :

0 : : : : : : 0 1 ¡mn¡1

1CCCCCCCCCCA
Une matrice dont le polynôme caractéristique est simplement scindé est cyclique.
Une matrice fractale sera dite � à diagonale cyclique � lorsque le bloc directeur

est cyclique.

Lemme 11. Soit une matrice fractale M=(Mi;j), si le bloc directeur M1;1 est
cyclique alors pour tout j le bloc Mj;j est cyclique.

Démonstration.
découle immédiatement du ii) de la définition . �

Définition 12. Matrice fractale à diagonale cyclique
Une matrice fractale M=(Mi;j) sera dite à diagonale cyclique lorsque les blocs

diagonaux Mi;i sont cycliques.

Lemme 13. Toute matrice fractale est la limite d'une suite de matrices fractales
à bloc directeur cyclique.

Démonstration.
Soit une matrice fractale M et la matrice fractale S( d1

n
, d2
n2 ,..,

dz1
nz1 ) définie comme

suit:

i) le bloc directeur est la matrice diagonale S1;1

0BBBBBBBBBBBB@

d1
n

0 : : :: 0

0
d2
n2

: : :: : : ::

: : : : : : : : : 0

0 : : : : : :
dz1
n
z1

1CCCCCCCCCCCCA
ii) les autres blocs de la première ligne de blocs S1;j, pour j>1, sont nuls.

Il est facile de voir que (M1;1+S1;1(
d1
n
, d2
n2 ,..,

dz1
nz1 )) tend vers M1;1 et qu'un bon

choix des di rend les matrices M1;1+S1;1(
d1
n
, d2
n2 ,..,

dz1
nz1 ) cycliques; il ne reste plus

qu'à déduire les autres blocs diagonaux et construire la matrice fractale S à partir
des contraintes i) et ii).

�

Nous aurons besoin du résultat suivant

Théorème 14. Cayley-Hamilton pour matrices fractales
Soient une matrice fractale M et q le polynôme caractéristique du bloc M1;1,

alors q(M) appartient à WC[W,M].

Démonstration. -
Dans un premier temps établissons le résultat dans le cas à diagonale cyclique
Soit �(X) désigne le polynôme caractéristique de M1;1, q(M) appartient à

WC[W,M] et s'écrit donc Q(M)+WR(M,W) où Q est un polynôme de degré stric-
tement inférieur à z1 et R(M,W) est un polynôme en M et W.
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Comme M est triangulaire supérieure par blocs le bloc directeur de q(M) est égal
à q(M1;1) qui est nul; d'autre part comme le bloc directeur de W est nul et comme
R(M,W) est une matrice fractale celui de WR(W,M) est nul aussi.

Par suite le bloc directeur de Q(M)=WR(W,M)-q(M) est nul, or, comme M est
fractale, Q(M1;1)=Q(M)1;1=0 donc Q(X) est un multiple du polynôme minimal de
M1;1, qui est �(X) parce que M est cyclique, or le degré de �(X) est égal à z1 qui est
strictement supérieur à celui de Q(X) donc Q(X)=0 et, par suite �(M)=WR(W,M).

Soit maintenant le cas général: M est alors la limite d'une suite de matrices à
diagonale cyclique Mn.

Pour tout n �Mn1;1
(Mn) appartient à WC[W,Mn] ); d'une part �Mn1;1

tend
vers �M1;1

par continuité du polynôme caractéristique en fonction de sa matrice,
d'où �Mn1;1

(Mn) tend vers �M1;1
(M); nous allons montrer que la limite �M1;1

(M)
appartient à WC[W,M].

L'appartenance d'un vecteur V à un sous-espace engendré par une famille finie
fV 1; : : : :;Vqg peut s'exprimer par le fait qu'il existe une sous-famille dont le rang
est conservé lors de l'ajout de V.

W étant nilpotente d'indice t et les matrices Mn appartenant à F une famille
génératrice G de WC[W,Mn] sera constituée par les matrices W pMn

q pour 06p6
t¡ 1 et 06q6 dim(F ); l'appartenance de �Mn1;1

(Mn) à WC[W,Mn] pour tout n
peut se lire comme suit: quel que soit n il existe une sous famille de G dont le rang
est conservé quand on lui ajoute �Mn1;1

(Mn) et, quitte à considérer une sous-suite,
il existe une famille finie G 0 telle que pour tout n le rang de {W pMn

q, (p,q)2G 0}
est égal à celui de G 0[ f�Mn1;1

(Mn)g; or ces matrices ont toutes une limite d'où
le rang de {W pM q, (p,q)2G 0} est égal à celui de G 0[f�M1;1

(M)g.
Ce qui établit que dans le cas général �M1;1

(M) appartient à WC[W ;M ].
�

Proposition 15. L'idéal Y(A;B)
Soient deux matrices fractales commutantes A et B, (a1,...,az1) et (b1,...,bz1) les

diagonales des blocs A1;1 et B1;1, alors quel que soit P(X,Y) appartenant à Y(A;
B)=<

Q
i=1
z1 (rX+ sY¡ (rai+ sbi)); (r; s)2C2> , P(A,B) appartient à WC[W ;A;

B].

Démonstration.
Soient deux matrices fractales commutantes A et B, le Théorème 14 entraîne que,

quels que soient les scalaires (r,s), rA+sB est une matrice fractale et C[W ; rA+
sB] est inclus dans C[W ;A;B], donc �rA1;1+sB1;1(rA+ sB) appartient à WC[W ;
A; B]. Comme nous pouvons supposer que A et B sont triangulaires supérieures
(proposition 5), si on désigne les diagonales de A1;1 et B1;1 par (a1,. . . ,az1) et
(b1,...,bz1), alors �rA1;1+sB1;1(rA+sB)=

Q
i=1
z1 (rA+ sB¡ (rai+ sbi)In).

Si on désigne pour tout (r,s) par �r;s(X;Y ) le polynôme
Q

i=1
z1 (rX+ sY¡ (rai+

sbi)) et par Y(A; B) l'idéal de C[X; Y ] engendré par les polynômes �r;s(X; Y ),
alors quel que soit le polynôme P(X,Y) appartenant à Y(A;B), P(A,B) appartient
à WC[W ;A;B].

Si on désigne par I(A,B) l'ensemble des polynômes P(X,Y) de C[X;Y ] tels que
P(A,B) appartient à W (C[W ;A;B]), I(A,B) est un idéal de C[X;Y ] qui contient
Y(A;B), d'où la dimension de l'algèbre-quotient C[X;Y ]/I(A;B) est majorée par
celle de C[X; Y ]/Y(A;B); l'avantage que présente le quotient C[X; Y ]/Y(A;B)
c'est qu'il est plus facile à étudier.
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Remarquons enfin que, comme C[X;Y ] est Noetherien, il existe un ensemble fini
T de couples (r,s) tel que Y(A;B)=<�r;s(X;Y ); (r; s)2T > .

�

4. Le calcul des dimensions

4.1. La dimension du quotient C[W;A;B]/WC[W;A;B].

Proposition 16.
C[W ;A;B]/WC[W ;A;B] est isomorphe à C[X;Y ]/I(A;B)

Démonstration.
Soit le morphisme ' de C[X;Y ] vers C[W ;A;B]/WC[W ;A;B] qui associe à

tout polynôme P(X,Y) de C[X;Y ] la classe P(A,B) +WC[W ;A;B].
Il est immédiat que ' est surjective et que son noyau est l'idéal I(A,B).
Par suite C[W ;A;B]/WC[W ;A;B] est isomorphe à C[X;Y ]/I(A;B). �

Proposition 17. la dimension de C[X;Y ]/Y(A,B)

Démonstration.
Y(A; B) est un ideal zéro-dimensionnel d'où la dimension du quotient C[X;

Y ]/Y(A;B) sera égale à la somme des multiplicités de ses zéros [2].
Y(A;B) est engendré par les produits

Q
(rX+ sY¡ (rai+ sbi)), donc si (x,y)

est un zéro de Y(A;B) il existe pour chaque couple (r,s) un couple (ai; bi) tel que
rx+sy=rai + sbi; en particulier pour le cas r=0,s=1 il existe k tel que y=bk et
pour le cas r=1,s=0 il existe un q tel que x=aq; donc pour (q,k ) il existe i tel que
raq + sbk= rai+ sbi, ce qui équivaut à r(aq-ai)=s(bi-bk); comme l'ensemble des
couples des valeurs des quotients r/s est infini il est nécessaire que aq-ai=bi-bk=0,
d'où le zéro est de la forme (ai,bi); la réciproque est immédiate.

L'idéal Y(A;B) étant engendré par des produits le calcul de la multiplicité d'un
couple (ai,bi) est assez immédiat: on change de repère pour amener le couple
considéré en (0,0) et on différencie ou bien on localise en (0,0).

En résumé les zéros de Y(A;B) sont les couples (ai,bi), il y en a z1 (autant que
le nombre de termes de la diagonale de A ou de B), donc la dimension du quo-
tient C[X;Y ]/Y(A,B) est égale à z1. �

Remarque 18.
On peut aussi avoir recours aux bases de Grobner pour déterminer une base,

d'où la dimension, de l'algèbre C[X;Y ]/Y(A,B); dans ce cas la remarque énoncée
à la fin de la proposition 15 sera fort utile.

D'où

Théorème 19.
La dimension de C[W ;A;B] est inférieure ou égale à dim(WC[W ;A;B])+z1.

Démonstration.

8 PATRICK TELLER 24 FEVRIER 2022



La dimension de C[W ;A;B]/WC[W ;A;B], égale à celle de C[X;Y ]/I(A;B),
qui est inférieure ou égale à la dimension de C[X;Y ]/Y(A;B) , donc à z1. �

4.2. La dimension de l'Algèbre C[W;A;B].

Lemme 20.
Soient (a,b) appartenant à Mp;q(C)�Mq(C) et m=

�
0 a
0 b

�
, pour tout entier

positif k mk+1=m
 
0 0

0 bk

!
.

Démonstration.
Simple calcul. �

Théorème 21. (Le problème de Gerstenhaber pour trois matrices dont W)
Soient (A,B,W)2Mn(C)2où AW=WA,BW=WB,AB=BA alors

dim(C[A,B,W])6P
k=1:: : :t1

zk=n.

Démonstration.
La démonstration se fera par récurrence sur t.
0) Si t1=1 le résultat est immédiat: A=A1;1,B=B1;1 et W=I; il suffit d'invoquer

le Théorème de Gerstenhaber pour deux matrices.
1) On admet le résultat vrai jusqu'à t-1.
Selon la proposition 8 W'2 est nilpotente, associée à la composition F(z2,..,zt) et

A'2,B'2 des matrices de F(z2,..,zt) commutantes , donc l'hypothèse de récurrence
entraîne que dim(C[W'2,A'2,B'2])6

P
k=2:: : :t zk.

Posons A=
 
A1;1 A1;2

0

0 A2
0

!
, B=

 
B1;1 B1;2

0

0 B2
0

!
et W=

 
0 W1;2

0

0 W2
0

!
; pour k>0 le lemme 20

entraîne W k+1AqBr=
 
0 W1;2

0

0 W2
0

!k+1
AqBr=

 
0 W1;2

0

0 W2
0

! 
0 0

0 W2
0k

! 
A1;1
q B1;1

r �
0 A2

0 qB2
0r

!
= 

0 W1;2
0

0 W2
0

! 
0 0

0 W2
0kA2

0 qB2
0r

!
. La matrice

 
0 W1,2

0

0 W2
0

!
n'étant pas inversible la

dimension de Vect(W k+1AqBr)q>0;k>0;r>0 est inférieure ou égale à celle de
Vect(W2

0kA2
0 qB2

0r)q>0;k>0;r>0, qui est C[W'2,A'2,B'2] et qui est inférieure ou égale
à

P
k=2:: : :t zk.

Donc la dimension de Vect(W k+1AqBr)q>0;k>0;r>0=WC[W ; A; B] est infé-
rieure ou égale à

P
k=2:: : :t zk et le Théorème 19 a établi que la dimension de

C[W ;A;B] est inférieure ou égale à z1 plus celle de WC[W ;A;B].
D'où la dimension de C[A;B;W ]est inférieure ou égale à

P
k=1:: : :t zk=n. �

5. Le Théorème de Gerstenhaber

Théorème 22.
La dimension de l'Algèbre engendrée par trois matrices commutantes

(A,B,C)2Mn(C)3 est inférieure ou égale à n..

Démonstration. on désignera par a,b,c les endomorphismes représentés par
A,B,C dans la base canonique.
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Soit
Q

i=1
r (X ¡ �i)ni le polynôme minimal de C , il en découle la décom-

position de Cn en somme directe Cn = �Ker(c ¡ �iI)ni; il est facile de
montrer qu'un endomorphisme f de Cn commute avec c si et seulement si
pour tout i f(Ker(c ¡ �iI)ni) est inclus dans Ker(c ¡ �iI)ni, d'où, si P repré-
sente le passage à une base associée à la décomposition Cn = �Ker(c ¡ �iI)ni,

P¡1CP=

0BBBBBB@
�1I +W1 0 : : :: 0

0 �2I +W2 : : ::
: : :: 0 : : :: 0
0 : : :: 0 �rI +Wr

1CCCCCCA, et P¡1APet P¡1BP sont diagonales par

blocs

0BBBBBB@
A1 0 : 0
0 : : : : : : : : ::
: : : : Ar¡1 0

0 : : : 0 Ar

1CCCCCCAet
0BBBBBB@

B1 0 : 0
0 : : : : : : : : ::
: : : : Br¡1 0

0 : : : 0 Br

1CCCCCCA et pour tout k Ak et Bk commu-

tent.
Enfin, après avoir remarqué que le commutant de �iI +Wi c'est le commutant

de Wi, on applique alors le résultat du Théorème 21 à chaque triplet (Ai,Bi,Wi). �

Ce qui achève la démonstration du Théorème de Gerstenhaber pour trois matrices.
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