Les matrices quasi-commutantes

PAR PATRICK TELLER

Résumé
Le probléme de la réduction simultanée des couples de matrices quasi-commutantes remonte
apparemment & Wielandt [1]; le cas ou B est une matrice de Weyr étant simple et esthétique

il nous a apparu qu’il fournissait une piste assez claire pour établir une réduction simultanée
des couples quasi-commutants.

Les prérequis sont:
i) la réduction des matrices nilpotentes a la forme de Weyr [2], [3 ]

ii) la forme o — fractale des solutions de ’équation AW=aWA [3] (rappelée dans la premiére
section)

iii) des résultats élémentaires d’Algébre Linéaire ( Théoréme des Noyaux, Théoréme de
Cayley-Hamilton,...)

Définition 1. On dira que deux matrices A et B sont quasi-commutantes lorsqu’il existe un scalaire
non nul et différent de 1, a tel que AB=aBA.

1 Le cas AW=aWA o W est une matrice de Weyr

Théoréme 2. Le a-commutant de W(z1,..,2¢,)

(par la suite on écrira W lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur la partition concernée)

Soit une matrice A=(4; ;), AW=aWA si et seulement si
(i, 5),

1. i>j :>Ai7j =0

2. i< Auy=( A )

C’est a dire: le @ — commutant de W est I'espace vectoriel des matrices i-Fractales de partition
(Z1,--,2¢,)-

Démonstration.
Soit A=(A; ;) découpée en blocs comme W, AW=aWA <=V(i, j)A; ;jW; jr1=aW; it1dit1j+1.

lére étape: étude des blocs sous la diagonale principale.
Soit j<ty, OZWj,J’+1Aj+1,1, d’ou ( Iz]d+1 ) Aj+1,1:0, c’est a dire Vj+1>1, Aj+171:0.

Soit 1<j<ty Aj,l,Wl,QZOéWj7j+1Aj+172, d’ou (szb+1 )Aj+172:0, c’est a dire Vi + 1> 2

A11,2=0 et ainsi de suite, ce qui entraine que A est triangulaire supérieure par blocs.

2 éme étape: étude des blocs de la diagonale principale.
Soit j<t1 Aj,jo,j+1:awj,j+1Aj+1,j+1 alors

stzj=zj+1 Wy j41=L; et donc Aj j=ad;i1, 41
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OéWj7j+1Aj+1,j+1:Oé< 6+1 )Aj+1,j+1:04( J+(1),J+1 )’ d’ou Aj,j:( a ]+01,J+1 Uj )

. . I..
si z;>zj41 et si on pose Aj,j:( U1 gj) alors AjJ-VVj,jH:( Ui Uz )( J+1>

D’ou la diagonale principale de blocs de la matrice A.

3éme étape: au-dessus de la diagonale de blocs

soit  j<k<t: A; Wi rt1=aW; j41Aj41, 541, qui conduit a wun résultat analogue
Aj,k:< aAj+01,k+1 gz )

Dans les trois cas la réciproque est immeédiate.

. .1
Donc le oo — commutant de W(z1,..,2¢,) est 'espace vectoriel des matrices —Fractales et 'ensemble
des matrices quasi-commutant avec W est I'univers fractal de partition associée (z1,..,2,)-

t
I I,
Remarquons que, comme ( 6+1 )( it1 ):( Loy ), Wi i1 AW 1 =aAit1 41 O

2 Le cas général AB=aBA

Proposition 3. Soit une matrice A s’il existe un scalaire « £0 et a#+1 tel que A est semblable
a aA soit A est nilpotente, soit o est une racine de 'unité.

Démonstration.

L’ensemble des valeurs propres de A est fini et stable par multiplication par «, donc si ce n’est pas
{0}, Pensemble des puissances de « est fini, ce qui entraine que « est une racine de 1. O

Proposition 4. Soit une matrice B € M,(KK) et la matrice réguliereP € Gl,(IK) l’espace vectoriel
des solutions de l’équation AB=aBA est isomorphe a ’espace vectoriel des solutions de ’équation

AP 'BP=aP~'BPA.
Démonstration. Il s’agit d’un simple calcul. g
Définition 5. Ezposant unifié d’une matrice

Soit une matrice M et son polyndéme caractéristique H;':l (X — X\;)™; on appellera exposant unifié
le maximum des n; et on le notera u.

On sait que ViKer(M — \I)™ =Ker(M — NI)" et KP=@)_ Ker(M — N\I)"

Proposition 6. Soient deuz matrices (R,S)eM,,(KK)? telles que RS=aSR alors, quel que soit le
scalaire X, R(Ker(S — AI,)*)CKer(aS — AI,)".

Démonstration. De l’égalité RS=aSR on déduit que VP € K[X], RP(S) = P(«S)R soit alors
X €K™, tel que (S —AI,)“X =0 on en déduit que R(S — A[,)"X =0, d’ou (oS — AI[,)"RX =0;
c’est & dire R(Ker(S — AL,)")CKer(aS — AI,)". O

Par suite A(Ker(B*)CKer(B") et A(®>\€Spec(B)\{O} Ker(B—AI)“C ®/\€Spec(B)\{O} Ker(B — \I)“
d’oit si on considére la décomposition en somme de sous-espaces caractéristiques de B on obtient

une base C ou B devient ( %" BO,/ ), avec By nilpotente et B” réguliére dans cette méme base A
devient ( ’%0 ,f” ) et A"B"=aB"A".



Si on applique & (Ag,Bop) les résultats de la section précédente il existe une base ou B devient

( VOV BO,/ ) et A devient ( ’?)0 ,f” ), avec W une matrice de Weyr, Ay une matrice o — fractale, B”

réguliere et A”B”"=aB"A".
Si on considére FZ@/\ESpeC(B)\{O} Ker(B — AI)" A” et B” représentent des endomorphismes de F,

il existe v tel que F=@p Ker(A"” — AI)? et, comme au-dessus, F possséde une base o

pESpec(A’)

. ’ ” . /7’ . .
A" devient ( ”O/ AO,,/ ) et B" s’écrit ( BOO BQ,, ), avec W’ une matrice de Weyr, B”y une matrice

if fractale, A" et B" réguliéres et A"’ B"'=aB""A"".

Proposition 7. Soient (R,S)eGL,(K)? ou S a pour polynome caractéristique T[;_ (X — X;)Pi
telles que RS=aSR alors

i) KP =@ Ker(S-Nln)"
ii) R(Ker(S — \l)" C Ker(S - %1)“
i) quitte a réordonner la liste des valeurs propres de S Vi€ {2,...,r}, \i_1=al,

w) Vi €{l,....,r},Vk €{0,...,u}dim (Ker(S — \;iI,,)*)=dim(Ker(S — /\i+1[,,.]I,,L)k)

Démonstration. i) découle immédiatement du théoréme de Cayley-Hamilton.

ii) d’apres la proposition précédente.

iii) Comme R est réguliére si Ker(S — A;I,)" n’est pas nul alors Ker(S - %In)unon plus c’est a di
re: si A est valeur propre de S, alors % aussi.,

iv) R est réguliére donc dim(Ker(S — \il,)*)=dim(R(Ker(S — A\i,)*)<dim(Ker(S — Ai1(,110)%),
d’ou I'égalité. O

Théoréme 8. Soit un scalaire o # 0, #1 et (A,B )eM,(K)?, il alors eviste une

Ag 0 oo i e . O
o W’ 0 0 .. .. 0
e 0 0 Az 0 .. 0O
matrice régulicre P telle que P 'AP = . 0 0 0 A3 O .. et PTIBP =
w ON . 0 0 0 A,
0 By 0 * 0 0 0 A 0
0 MI+W" 0 0 0
0 0 Nl + W' 0 , ou WW" W' sont des matrices de Weyr, Ag est
0 0
0
0 0 0 0 w0 N I+W

o — fractale, B{ est %—fmctale, Aq,...,A, sont a — fractales et réguliéres.

Démonstration.

Du 7.iv et des résultats sur les matrices de Weyr [2] découle que les matrices de Weyr représentant
les nilpotents B”-\;Id |Ker(B" — \;1,,)" sont égales et, donc notées W,

0 A O 0
Du 7.ii découle la décomposition en blocs | ¢ 0 4s 0 -
e e 0 A,
Ay el e O
De la relation AB=aBA découle aussi Vi € {1,...,7}, A;W""=aW”A,; O
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