Suites entiéres finies et conjugaison
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Résumé

On appelle partition d’un entier strictement positif n toute suite t=(t1, ...., t,) d’entiers
strictement positifs telle que Zizlmp t; = n; a une telle suite t on associe la partition
conjuguée (21, .-, Zmax (¢)) définie par la relation Vk € [1, ..., max ()], 2 = |4, t; > k[; il est

immeédiat que zkzlmmax(t) ZR=2 - p bie

Le calcul, sous deux formes différentes, de la dimension du commutant d’une matrice nilpo-
tente conduit & penser que zk:lmmax(t) 27 :Z(i,j)ef[l,.‘.,p]Pmin (ts,t5). 1], [2]

De méme le site Mathstackexchange a publié¢ une question relative & l'égalité >, zpwg =

Z(i 0 min (¢;,55), ot t et s sont deux partitions, et z et w les partitions conjuguées. [3]

On trouvera ici une démonstration élémentaire qui fait appel a la suite (min (t;, s;)).

Remarque 1.

On considérera en fait des listes d’entiers strictement positifs (la notion de partition étant super-
fétatoire) et on conservera la définition de liste conjuguée: Vk € [1, ..., max ()], zx, = |i, t; > k|.

Définition 2. tAs

Soient deuz listes t=[t1, ...., t,] et s=[s1, ...., S¢f @ valeurs dans N* on désigne par tAs la liste
[min(ti,s;)] classée (par exemple) dans lordre lexicographique.

Théoréme 3.

La liste conjuguée (tAs)* est égale a [t x si],k=1..max(t,s).

Démonstration.

Il suffit de remarquer que min(t;,s;)2k<=t;>k N s;2k). O

Proposition 4. Propriétés de la loi A
La lci N est associative et commutative
Il n’y a pas d’élément neutre

(on pourrait définir comme élément neutre la suite [oo] dont la suite duale est [1,..,1,...,1

n’y aurait alors pas de symétrisabilité).
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Rappel:

Soient une liste [t1, ....,t,] et sa liste conjuguée, [z1,..., 2], Zk:l...max(t) Zk:zi:L_,pti-
Par suite

Théoréme 5. Soient deux listes t et s et leurs listes conjuguées z et w.
Zk:1..,min(max(t),max(s)) ZpWE = Z(i,j)e[l,...,pﬂ X [1,...,q] min (ti’ Sj) [3]

Zkzl-»»maX(t) %"= Z(i,j)e[[l,...,p]]2 min (¢, ¢5) [1]-



Démonstration.

11 suffit d’appliquer le rappel aux listes tAs et tAL. O

Remarque 6.
L’associativité de la composition ouvre la voie & la formule générale:

Zk 93(1)7593(?)2 = Z(il,iz,......,ip) min (w(l)iv ceey x(p)ip)a

ot x(1),..,x(p) sont des listes finies & valeur dans N* et x(1)*, ..., z(p)* les listes conjuguées; la
démonstration se fera par récurrence.

ANNEXE:

Si on considére une matrice nilpotente en blocs de Jordan de tailles respectives (t1 > .... > ¢p) la
dimension de son commutant est Z(i,j)e[[l,...,p]]2min (ti, t5). 2]

Si on considére la matrice de Weyr semblable ([1]) formée de blocs de tailles respectives (z1, ....
z,) la dimension de son commutant est >, _, 22
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