
Une erreur grave sans conséquence

par patrick TELLER

Pour le développement limité de (1+x)a on opère comme suit:

(1+x)a=1+ax+a(a¡ 1)
2! x2+a(a¡ 1)(a¡ 2)

3! x3+....+a(a¡ 1):::::::(a¡n+1)

n! xn+o(xn)

mais dans le cas de (1+x)x on doit poser

1) u(x)=xln(1+x)=x(x-x
2

2
+ ::::+(¡1)nx

n¡1

n¡ 1+o(xn¡1))=x2-x
3

2
+ ::::+(¡1)n xn

n¡ 1+o(xn)

2) eu(x)=1+u(x)+ ::::+
u(x)n

n!
+o(u(x))n

3) substituer la formule du 1) à u(x) dans 2) et tronquer à l'ordre n.

Boris Velikson, qui enseigne les Mathématiques et l' Informatique à l'EFREI, m'a fait remarquer
que des étudiants, qui avaient traité l'exposant x de (1+x)x comme la constante a de la première

formule, avaient obtenu (1+x)x=1+xx+x(x¡ 1)
2! x2+x(x¡ 1)(x¡ 2)

3! x3+....+x(x¡ 1):::::::(x¡n+1)

n! xn (*)
puis tronqué à l'ordre n obtenant le résultat correct.

Ils avaient raison !

Exemple 1. Avec maxima

(1+x)x à l'ordre 12

1 Quelques rappels et dé�nitions

Dé�nition 2. Polynômes de Newton

Les polynômes N j(X)=
X(X ¡ 1):::(X ¡ j+1)

j!
sont appelés Polynômes de Newton

La question est donc est-ce que (1+x)x=
P

j=0
n Nj(x)xj + o(xn), ou ��� désigne la troncature à

l'ordre n?
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Dé�nition 3. Série alternée

Une série à termes réels
P
un est dite alternée lorsque les signes des termes un sont alternés.

Théorème 4. Théorème spécial des séries alternées

Soit une série alternée
P
un , telle que la suite (junj) est décroissante et tend vers 0, alors

i) la série converge

ii) si on pose
P

n=0
1 un=S, 8N 2N; jS ¡

P
n=0
N unj6 juN+1j.

2 Le cas (1+x)a

Théorème 5.

Soit un réel a2]¡1; 1[ , quel que soit le réel x2[0; 1[

i) la série
P

N j(a)x j véri�e (a partir de j=1) les conditions du théorème spécial des séries
alternées.

ii) 8N > 1; jPj=0
N N j(a)x j-(1+x)aj<|NN+1(a)|xN+1

iii) 8N > 1; jPj=0
N N j(a)x j-(1+x)aj=0(xN).

Démonstration.

i) N j+1(a)x j+1

N j(a)x j
= a¡ j

j +1
x est négatif dès que a<j et sa valeur absolue est inférieure à x.

ii) découle du théorème spécial

iii) il su�t de remarquer que:

jaj6 1,ja¡ 1j6 2,ja¡ 2j6 3; ::::; ja¡nj6n+1, d'ou |Nn+1(a)| 6 (n+1)!

(n+1)!
)

D'ou 8N > 1; jPj=0
N N j(a)x j-(1+x)aj<xN+1:

Cette dernière remarque nous permettra de faire varier a. �

3 Le cas (1+x)x

On �xe x dans [0,1[ et a dans ce même intervalle; alors 8N > 1; j
P

j=0
N Nj(a)xj-(1+x)aj<xN+1, on

fait alors tendre a vers x, comme les polynomes Nj et la fonction t->(1+x)t sont continues

8N > 1; j
P

j=0
N Nj(x)xj-(1+x)xj6MxN+1.

Il ne reste plus, pour obtenir un développement limité à l'ordre N qu'à tronquer
P

j=0
N Nj(x)xj a

l'ordre N.

Remarque 6.

Sachant que (1+x)x possède un développement limité à l'ordre N en 0, le même, valable tant à
gauche qu'à droite, le fait de l'avoir � identi�é � à droite permet de conclure aussi pour x<0

Remarque 7.
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On raisonnerait de même si au lieu de (1+x)x il s'agissait de (1+x)v(x), tant que v(x) tend vers 0 .

Exemple 8. Avec maxima (1+x)sin(x) à l'ordre 7

Remarque 9.

Cela dit reste la di�culté à développer puis simpli�er et en�n tronquer.

Paris, �n avril 2017
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