
La �¡dimensiondes �brés vectoriels sur une surface

par patrick TELLER

Dans ce qui suit X désigne une surface projective (non singulière, irréductible sur un corps k
algébriquement clos et de caractéristique nulle), E est un �bré vectoriel sur X et Sm(E) est la
puissance symétrique d'ordre m de E.

On peut montrer [1] qu'il existe des constantes positives � , � et un entier positif m0 tel que
8m > 0, �m� 6 h0(Sm+m0(E)) 6 �m�; � est alors la � ¡ dimension du �bré E; � appartient à
f¡1; 0; 1; :::; n+ r¡ 1g, n étant la dimension de X et r le rang de E.

L'étude de la notion de �¡dimensiondes �brés vectoriels sur les courbes [1] montre que les résultats
les plus précis concernent les �brés stables et semi-stables et, en particulier, apparaissent deux cas
� limites �:

- Les �brés de � ¡ dimension maximale qui ont des propriétés très proches de celles des �brés
amples.

- Les �brés issus de représentations du groupe fondamental et pour lesquels un calcul e�ectif de �
est envisageable.

Il est donc nécessaire de dé�nir une notion de stabilité pour les �brés sur une surface.

Si H est un faisceau en droites inversible sur X on considrera la notion de H-stabilité dé�nie par
Mumford et Takemoto [12]:

Un �bré E sera dit H-stable (resp. H-semi stable) si quel que soit le sous-faisceau cohérent, sans

torsion, F de E on a d(E;H)

r(E) >d(F ;H)

r(F )
(resp. >), où d(F,H)=c1(F ).c1(H).

Nous établirons que les �brés semi-stables ayant une �¡dimension maximale sont caractérisés par(
c1(E):c1(H)> 0

c1
2(E)¡ c2(E)> 0

.

1 Résultats préliminaires

Soit E un �bré vectoriel sur X, on sait que la � ¡ dimension de E sur X, �(E; X), est égale à
�(OP(E)(1);P(E))[11]; pour les propriétés générales de la �¡dimension on se reportera à [6] et [11].

Rappelons les résultats suivants:

Lemme 1.

Soit X une surface et E un �bré vectoriel sur X, de classes de Chern c1=c1(E) et c2=c2(E), de
rang r sur X.

�(Sm(E))=m(m+1):::(m+ r¡ 1)
(r+1)!

(c1
2¡ c2)+o(mr+1)

c1(SmE)=
m(m+1):::(m+ r¡ 1)

r!
c1(E)

rang(SmE)=
�
m+ r¡ 1
r¡ 1

�

Proposition 2. [9], [10]

Soit un �bré vectoriel H-semi-stable sur X (resp. h stable) alors 8n 2 N; Sn(E) est semi-stable
(resp. H stable).
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Le premier résultat est obtenu par Maruyama à l'aide de techniques analogues à celles utilisées par
Gieseker dans le cas des courbes; le second utilise un résultat de Donaldson [3] démontré par des
méthodes de géométrie di�érentielle très puissantes mais dont on peut présenter une démonstration
plus élémentaire [13].

Proposition 3. [12]

Soit E un �bré vectoriel semi-stable sur une surface X.

c1(E).c1(H)=0=)h0(E;X)6 rang(E)

Corollaire 4.

Soit E un �bré vectoriel semi-stable de rang r

1) c1(E).c1(H)<0=)K(E;X)=¡1

2) c1(E).c1(H)=0=)K(E;X)6 r¡ 1

Démonstration.

1) Pour tout n2N; Sn(E) est de degré strictement négatif et semi-stable donc il n'a pas de sections
globales.

2) On utilise les propositions 2 et 3 ainsi que le rang de Sn(E) qui est asymptotiquement équivalent
à nr¡1: �

La proposition suivante est technique.

Proposition 5.

Soit E un �bré vectoriel semi-stable de rang r sur X.

d(E,H)>r.d(K,H)=)h2(E)=0 (où K désigne le diviseur canonique de X).

Démonstration.

H2(E)'Hom(E;K); donc si h2(E) =/ 0 il existe un morphisme non nul f:E¡!K; désignons par A
son noyau alors le rang de A est génériquement r-1 et d(A,H)>d(E;H)¡ d(K;H):

D'où la semi-stabilité entraîne :
d(E;H)

r
> d(A;H)

r¡ 1 , d'où d(E;H)

r
> d(E;H)¡ d(K;H)

r¡ 1 qui équivaut à d(E,H)6r:d(K;H). �

On résumera donc ce paragraphe dans le théorème suivant:

Théorème 6.

Soit un �bré vectoriel E H-semi-stable de rang r(
c1(E):c1(H)> 0

c1
2(E)¡ c2(E)> 0

=)�(E)=r+1.

Démonstration.

D'après la proposition 5, pour mo h2(Sm(E))=0 alors h0(Sm(E)) > �(Sm(E) et on conclut à
l'aide du lemme 1. �
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2 Le Théorème fondamental

Proposition 7. [3]

Soit X une surface projective et E un �bré vectoriel de rang r sur X; soit � la classe de
OP(E)(1) alors 8k6 r, si y est un cycle de dimension k sur X

(y.�k(E))X=(��(y):�k+r-1)P(E), où �k désigne la k-ième classe de Chern inverse et � est la pro-
jection de P(E) sur X.

Théorème 8.

Soit E un �bré vectoriel de rang r sur une surface X (sur C)(
c1
2(E)¡ c2(E)< 0=)�(E;X)6 r¡ 1
c1
2(E)¡ c2(E)= 0=)�(E;X)6 r

Démonstration.

On sait que �(E;X)=�(OP(E)(1);P(E))[11].

Nous allons construire une suite Vk (pour k=1...,p6r) de sous-variétés de P(E), de codimensions
croissantes, obtenues en quotientant successivement par des faisceaux de la forme OP(E)(tk).

Si 8m2N;OP(E)(m) n'a pas de section globales autres que des diviseurs de zéro alors �6 0 et le
résultat est établi.

Si il existe t12N tel que OP(E)(t1) admet une section globale s1 qui n'est pas un diviseur de zéro,
alors celle-ci détermine une sous-variété V1 qui sera normale si s1 est une section générique (théor
ème de Bertini) ce qui permet de dé�nir la dimension de Kodaira d'un �bré sur V1:

De la suite exacte

0¡!OP(E)(¡t1)
s1
¡! OP(E)¡!OV1¡! 0

on déduit, pour tout m, la suite exacte

0¡!OP(E)(m¡ t1)
s1
¡! OP(E)(m)¡!OV1(m)¡! 0

ce qui permet de déduire l'inégalité: �(E;X)6max f0; �(OV1(1); V1)+ 1g.

Répétons cette construction autant que possiblr, ce qui donne une suite décroissante de sous-
variétés normales V1,...,Vp et, d'après la construction, [V1] = t1�,[V2] = t1t2�

2...,[Vp] = t1::::tp�
p
:

Si p6r¡ 1, ceci signi�e que �(E;X)6 r¡ 1.

Si p>r-1 considérons Vr¡1 plus en détail:

[V r¡1 ]=t1::::tr¡1�r¡1=T�r¡1 (T>0).

D'après la proposition 7

�r¡1:��(pt) = 1; donc Vr¡1
� 0

¡! X est un morphisme �ni et � 0�(H) est un �bré en droites ample

sur Vr¡1; il faut distinguer ici deux cas:

1er cas: c1(E)2-c2(E)=�2(E)< 0:
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Dans ce cas considérons la courbe Vr dé�nie sur Vr¡1 par une section non diviseur de zéro de
L=OVr¡1(tr¡1), on a (Vr.Vr)V r¡1(�)P(E)

r =(�2(E))X= c1(E)2-c2(E), qui est strictement négatif.

Par suite, d'après un théorème de Grauert [5] Vr est contractible à un espace analytique.

On peut alors en déduire que si Vr=
P
�iEi, où les Ei sont des courbes irréductibles , (Ei,Ej)(i;j) est

une matrice dé�nie négative [7] et alors, quel que soit m jmVr j=mVr et �(OVr¡1(tr¡1); Vr¡1)=�(L;
Vr¡1)=0.

On en déduit �(E;X)6 r¡ 1.

2ème cas: c1(E)2-c2(E)=�2(E)= 0:

Posons H'=� 0�(H):

Considérons L=OVr¡1(tr¡1) et Ln=(Ln 
H 0¡1), alors Ln.Ln=H'2¡2nL:H 0< 0 pour n� , donc
on peut appliquer à Ln le résultat du 1er cas: �(Ln; Vr¡1)=0.

Revenant à la suite exacte 0¡!LnH 0¡1¡!Ln¡!LnjH 0¡!0, où H' désigne aussi la courbe dé�nie
par le �bré H', on a pour n h0(Ln) 6h0(LnH 0¡1)+h0(LnjH 0).

Le premier terme LnH 0¡1 est égal à L1 et, comme H' est de dimension 1, �(LnjH 0; H 0)6 1, d'où

�(Ln; Vr¡1)6 1 et par suite �(E;X)6 r. �

On peut résumer les résultats des deux paragraphes dans le tableau:

E c1(H):c1(E)< 0 c1(H):c1(E)= 0 c1(H):c1(E)> 0 c1(H):c1(E)> 0 c1(H):c1(E)> 0

c1
2(E)¡ c2(E)< 0 c1

2(E)¡ c2(E)= 0 c1
2(E)¡ c2(E)> 0

�(E;X) ¡1 6r¡ 1 6r¡ 1 6r r+1

D'où

Théorème 9.

Soit E un �bré H-semi-stable sur X

�(E;X)6 r+1()

(
c1(H):c1(E)> 0

c1
2(E)¡ c2(E)> 0

Ce résultat réclame quelques remarques:

- Sakai [11] avait déjà établi ce résultat sous l'hypothèse plus restrictive suivante: OP(E)(m) est
engendré par ses sections globales pour m assez grand.

- Ces deux inégalités sont nécessaires pour que le �bré soit ample, mais elles ne sont pas su�santes
même sous l'hypothèse de stabilité [9].

Ce résultat, analogue à un résultat sur les courbes [1] montre que la classe des �brés semi-stables
de � ¡ dimension maximale contient celle des �brés amples mais est, contrairement aux �brés
amples, susceptible de caractérisation numérique.

3 Exemples

Dans le tableau précédent apparaît la valeur r et on peut se demander si cette valeur est e�ective-
ment atteinte, les exemples suivants, dans le cas X=P2(C) et r=2, montrent que c'est le cas.

1. Soit E=TX(-1)=O, c1(E)=c2(E)=1

On a la suite exacte 0¡!O(¡1)¡!O3¡!E ¡! 0 [8]

4



d'où pour tout m la suite exacte 0¡!O(¡1)
Sm¡1(O3)¡!Sm(O3)¡!Sm(E)¡! 0

et, par suite, la suite exacte 0¡!H0(Sm(O3)) ¡! H0(Sm(E)) ¡! H1(O(¡1) 
 Sm¡1(O3)), or
O(¡1)
Sm¡1(O3)=

�
m+1
m¡ 1

�
O(¡1) et H1(O(-1))=0

donc H0(Sm(O3))'H0(Sm(E)), qui est donc un polynôme de degré 2.

2. Il en est de même dans le cas du �bré E' dé�ni par l'extension

0¡!O(¡2)¡!O3¡!E 0¡! 0.

3. D'autre part, si E admet une �ltration en droites Li alors

si ct(Li)=1+ait alors c1(E)=
P

ai et c2(E)=
P

i<j aiaj, d'où c12-c2=
P

ai
2 +

P
i<j aiaj=

1

2

P
ai
2 +

1

2
(
P
ai)

2, qui n'est nul que si et seulement si les ai sont tous nuls, auquel cas c1=c2=0; dans ce cas
on peut montrer à l'aide de résultats élémentaires [4] que �(E;X)6 r¡ 1.
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