La Cellule manquante et un lemme « & la Farkas »
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1 La Cellule manquante

Soient trois hyperplans affines en position générale dans R? d’équation Hy(z1,x2) = 0,Ho(xq, 20) =
0,Hs(z1,x2) =0, on appellera cellules associées a ces polynomes les ouverts du plan sur lesquels les
trois polynémes gardent chacun un signe constant.

Sur le dessin ci-dessous on a représenté la division du plan en cellules correspondant au triplet
(z1+ 2,21 — T2, 2x1 + bxe — 7), ainsi que la suite des signes pris par ces polyndmes sur chacune de
ces cellules.

(7a7a+) (‘h*,‘i’)

On constate la présence de 7 cellules correspondant a 7 suites différentes de signes + et -, qui
représentent tous les cas possibles sauf un:(-,4,+), la « cellule manquante ».

Définition 1.

Soit l’espace R™ et n+1 hyperplans affines d’équation Hy(x1,...,xn)=0,... . Hyi1(21, ..., 2,) =0
Hy

H>
on dira que ces hyperplans sont en position générale lorsque la matrice est de rang n+1;
Hyir
on appelle cellules les ouverts sur lesquels la famille des polynémes conserve un signe constant; on

appelle indicateur d’une cellule la liste des signes des valeurs prises par les H; sur cette cellule.

On écrira pour tout i, H; = H;(0)+ L;.



Le résultat suivant est classique:

Théoréme 2. [1]

n+1 hyperplans affines en position générale dans R"™ définissent 271 — 1 cellules et & deux
cellules différentes correspondent des indicateurs différents.

Comme il y a 271! indicateurs possibles et 27! — 1 cellules, sachant que I’application de ’ensemble
des cellules vers I’ensemble des indicateurs est injective, il manque un indicateur; comment le
trouver ?

Théoréme 3.

. NiL; =0
Soit (A1, ...... s A eR*(" 11 tels que Z":l"'”"'l v lindicateur manquant est
(M1 nt1) q Zi:l...n+1 NH(0)=—1 q
(signe(A;))i=1...n+1-
Démonstration.
Comme les hyperplans sont en position générale les formes affines H;,i=1,....,n+ 1 sont linéai-

rement indépendantes.

Les formes linéaires L;,i=1,...,n+ 1 appartenant a un espace vectoriel de dimension n sont liées
mais toute sous-famille de k<n+1 formes L; est libre, de telle sorte que dans toute relation de
dépendance linéaire Zi:l ol NL; =0 les \; sont tous différents de zéro.

Quitte a multiplier le n+1-uplet (A1, ..., \n11) on peut poser
Zi:l,...,n+1 AiLi =0 mais Zi:],...,n+1 ’\iHi:Zi:J,...,nH Ail;(0)=—1.
A.

Suppposons qu’il existe un point o de R™ ot Vi=1,....,n+1 H(«a) soit du signe de ﬁ alors
D it mt AH(«) serait strictement positif, ce qui est contradictoire.

Donc Vindicateur manquant est (signe(A\;))i=1...n+1- |
Dans l'exemple considéré plus haut Ay =—1/2, 3=3/14,A\3=1/7, d’ott I'indicateur manquant est
('a+a+)'

2 Et un lemme « a la Farkas »

Voici un énoncé de type Farkas:

Théoréme 4.

Soit fi, ... , far1 des formes affines linéairement indépendantes sur un espace affine réel E de
dimension n. Alors :

"{y€E| fily)>0,..., fuy1(y) >0} =0
si et seulement si

(—1) est une combinaison linéaire & coefficients strictement positifs de f1, ... , fur1.

Le sens « montant » est évident, le sens « descendant » découle directement du Théoréeme 3.
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