Tango de matrices et de polynémes

PAR PATRICK TELLER, LYCEE CHARLEMAGNE, PARIS

Il n’est pas inhabituel de démontrer des résultats de type topologique concernant des polynémes
au moyen de ’étude de leurs matrices compagnons; nous présentons ici une démonstration élémen-
taire sur ’adhérence de ’ensemble des matrices trigonalisables de M (IR), qui ne fait appel qu’a la
compacité du groupe orthogonal (et donc ne nécessite aucun résultat sur les polyndémes scindés);
puis nous étudions ’adhérence de I’ensemble des polynomes scindés de Ry[X] et enfin nous déter-
minons les composantes connexes de ’ensemble des polynomes unitaires simples (« quadratfrei »)
de degré k.

1 Premiére figure: les matrices trigonalisables de My(RR)
Rappelons le résultat suivant, bien connu:

Proposition 1. Pour toute matrice trigonalisable A€ My(R) il existe une matrice orthogonale Q
telle que Q TAQ est triangulaire supérieure.

Soit a € L(IR¥) I'endomorphisme représenté dans la base canonique B= (e, ..., ex) par la matrice
Aj; la trigonalisabilité de A signifie qu’il existe une base B’ = (ef, ..., e,) telle que Vi € {1, ..., k},
a(Vect(et, ..., e})) C (Vect(el, ..., e})). La méthode de Gram-Schmidt permet de construire une base
orthonormée B = (', ..., e') telle que Vi € {1, ..., k}, Vect(e'], ..., e}) = (Vect(ed, ..., })).

Par suite si on considére la matrice de passage @ de B=(ey,...,e;) a la base B” = (e'1, ...,e'}),
la matrice Q 'AQ est triangulaire supérieure.

Théoréme 2. L’ensemble des matrices trigonalisables de My(IR) est fermé.

On considére une suite (A,,),en de matrices trigonalisables de M (IR) qui tend vers une matrice
A; il existe donc une suite de matrices orthogonales (Q)neN et une suite de matrices triangulaires
supérieures (T},)ncn telles que pour tout n€ N Q,,*A4,Q, =Ty, c’est a dire A, = Q,T,,Q,,".

Comme le groupe orthogonal Or(R) est compact il existe une sous-suite (Qu(n))nen qui
converge vers une matrice orthogonale @, d’ou (AW(,,L)),LEN:(Qg,(n)TW(n)Q;(ln))neN converge vers
la matrice QTQ ™', ott T est triangulaire supérieure et par suite A = QTQ ™! et donc A est
trigonalisable. Ce qui établit le résultat demandé.

D’ou le

Théoréme 3. L’adhérence de l’ensemble des matrices diagonalisables de My(R) est l’ensemble
des matrices trigonalisables.

Il est facile de montrer (de méme que dans My(C)) que toute matrice trigonalisable de M(R)

est la limite d’une suite de matrices diagonalisables ce qui établit que 'adhérence de 1’ensemble
des matrices diagonalisables de M (IR) est I’ensemble des matrices trigonalisables.

2 Deuxiéme figure: les polyndomes scindés de Ry[X]
Nous allons nous appuyer sur les résultats du 1. pour étudier I’ensemble des polynémes scindés de
degré inférieur ou égal a k; la principale difficulté réside dans le fait que nous allons étre contraints

de considérer des suites de polynémes dont le degré n’est pas nécessairement constant.

Théoréme 4. L’ensemble des polyndmes unitaires scindés de degré k est fermé.
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Soit une suite de polyndmes unitaires scindés (Pp,)nen de degré k, a chaque polynéme nous

0O 0 ... .. .. —an,0
1 0 ... .. .. —an,1

qui est trigonalisable dans M (IR)

associons sa matrice compagnon A, = [ ¢ 1 = - -

ST e
puisque son polyndéme caractéristique est scindé.
Si on suppose que la suite (P,),en converge vers le polynome P(X) = Zf:_ol a; X'+ X*, la suite

0O 0 .. .. .. —ao
1 0 ... .. .. —ai

; le théoréme précédent

de matrices (A,),en converge vers la matrice A= | ¢ 1 -

00 0 0 1 —ap s
montre que A est trigonalisable par suite son polynéme caractéristique est scindé. Ce qui établit
la fermeture de I’ensemble des polynémes unitaires scindés de Rg[X].

Proposition 5. Si une suite de polynomes scindés (Pp)nen de Ri[X] tend vers un polynéome P
de degré k, sa limite est scindée.

Soit une suite de polynomes scindés (Pp)nen de Ri[X] qui converge vers un polynéme P(X) =
Zf:o a; X" de degré k, alors & partir d’un certain rang ils sont de degré k. Si on pose pour tout n
P, (X) = Zf:o an X% comme les coefficients dominants a,, , ne sont pas nuls, alors la suite des
polynoémes Q,(X) = a;l;ﬁ(Zf:O an,iX") est une suite de polynoémes unitaires scindés de degré k;

elle converge vers Q(X) = a;l(zk a;X"), qui est donc un polynéme unitaire scindé et par suite

i=0
P(X) est scindé.

Proposition 6. Si une suite de polynomes scindés (Pp)nen de Ri[X] tend vers un polynéome P
de degré inférieur a k tel que P(0)#0, sa limite est scindée.

Contrairement aux cas précédents comme le degré du polynoéme limite est strictement inférieur
aux degrés des polyndmes de la suite il ne sera pas possible de se ramener & des polyndémes unitaires
de degré constant donc des polyndémes caractéristiques.

Remarquons avant tout qu’un polynéme P(X) = Zf:o a; X" est scindé si et seulement si le
polynéome Q(X)= Zf:o a; X*~7 Test.

Soit une suite de polynomes scindés (P, (X) = Zf:o an iXYnen de Ry[X] qui converge vers
un polynéme P(X) = Zf:o a; X" de Ry[X] tel que ap # 0, alors & partir d'un certain rang
no les coefficients constants a,, o sont non nuls; alors pour tout n > ng le polynéme @Q,(X) =
Zf:o an,iX%~% est un polynome scindé, la suite (Qn)nen de Ry[X] est une suite de polynomes
scindés de degré k qui tend vers Q(X) = ZfzoaiXk_i qui est donc scindé, d’ou P(X) = ZfzoaiXi
lest.

Théoréme 7. L’ensemble des polynomes scindés (Pp)nen de Ri[X] est fermé.

On considére une suite de polynomes scindés (P,(X))nen de Rg[X] qui converge vers un
polynéme P(X)= Zf:o a;X* de Ri[X]; dans le cas ot ag =0 il suffit d’associer a cette suite une
autre, qui sera scindée si et seulement si la premiére ’est et & qui il sera possible d’appliquer les
résultats précédents.

Soit la limite P(X) = Zf:o a; X% posons Q(X) = P(X + \) ot X est choisi de telle sorte
que Q(0) # 0, Q(X) est scindé si et seulement P(X) l'est et nous appliquerons le résultat de la
proposition 6 a la suite (P, (X + X)).

3 Troisiéme figure: les cellules de M(IR)
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Pour tout p € {0, ey E(g)} nous désignerons par TF(RR) le sous-ensemble de My(IR) qui

M, *
0 Ms x*
0 0 o
consiste en matrices triangulaires par blocs de la forme T=| .. .. .. M, .. .. .. [, ou les
. 0 mq ...
0. ... .. ... .. 0 my

matrices M; appartiennent & Ms(R) et ont pour polyndmes caractéristiques des polynomes du
second degré irréductibles dans R[X] et les m; sont des réels.

Nous désignerons par T,;p (R) le sous-ensemble de TF(R) ou les polynomes caractéristiques des
blocs M; et les réels m; sont distincts deux & deux.

Dans le cas p=0 on retrouve ’ensemble des matrices triangulaires supérieures.

De la méme maniére nous allons considérer dans My (RR) pour tout p€ {0, ey E(g)} I’ensemble

MZE(R) des matrices semblables & une matrice de T¢(R), et de méme le sous-ensemble M;.”(RR) des
matrices semblables & des matrices de Tl;p (R); dans le cas p=0 on retrouve ’ensemble des matrices
trigonalisables a valeurs propres simples.

Afin d’utiliser la compacité du groupe orthogonal nous allons rappeler le résultat suivant qui
est une généralisation de la proposition 1:

Proposition 8. Si la matrice A appartient a ML(R) il existe une matrice orthogonale Q et une
matrice T € TF(R) telles que Q *AQ=T.

Soit la matrice A de MZ(IR) son polynéme caractéristique se factorise comme suit J]7_, (X —
d)T1 ? _, Rj(X) ot les R;(X) sont irréductibles et désignons par a I’endomorphisme qu’elle repré-
sente dans la base canonique B = (ey, ..., e;) de RF.

Si p = 0 nous retrouvons la proposition 1; si p > 1 soit e] un vecteur non nul dans le noyau
de R;(a), la famille (e}, a(e})) est libre et on peut 'orthonormaliser en (e'], €’s), qui engendre un
sous-espace stable par a; on peut la compléter en une base orthonormée (e’},...,e’,) dans laquelle

la matrice de a posséde la structure en blocs suivante < ‘%1 ]‘J\/[I ) (A1 e Ma(R), M € My —2(R),

N € Mj_2(R)) et, comme le polynome caractéristique de N est []7_, (X — d) ?ZQRJ-(X), on
continue ainsi.

Par suite, un raisonnement analogue & celui du Théoréme 2. permet d’établir que, si une
suite (Ap)nen de matrices de ME(IR) tend vers une matrice A, alors il existe donc une suite de
matrices orthogonales (Q,)nen et une suite de matrices T,, de TF(R) telles que pour tout n € N
Q' AnQn=T,, c'est a dire 4, = Q,T,,Q;,".

Comme le groupe orthogonal Op(R) est compact il existe une sous-suite (Qu(n))nen qui
converge vers une matrice orthogonale @, d’ou (AW(,,L))neN:(Qw(n)TW(n)Q;(l,n))neN converge vers
la matrice QTQ™'; comme pour tout n T}, est de la forme

My, 1 * * .. M, *x *
0 My 2 * 0 My x*
0 0 . . 0 0 e e e
. i e Myp e alors T=| .. .. .. M, .. .. .. |eti, M;estla limite
0 My, 1 .. J OO O B 015 T
0. . 0 mp g 0. ... .. .. .. 0 my

de la suite (M, ;), elle pourra étre éventuellement trigonalisable.
D’ot la limite A =QTQ~! appartient & M}(R) ot r<p .
Ce qui établit le

Théoréme 9. La limite d’une suite de matrices appartenant a ME(R) appartient a Mi(R) ou

r<p.
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4 Quatriéme figure: les cellules de IR;[X]

Pour tout p € {0, e E(g

Rg[X], de degré k dont la factorisation en facteurs irréductibles contient p trindmes irréductibles
du second degré; dans le cas p=_0 on retrouve les polynémes scindés.

)} nous désignerons par R;[X] 'ensemble des polynomes unitaires de

Nous allons nous appuyer sur les résultats du 3. concernant les matrices de ME(RR).

Théoréme 10. La limite d’une suite polynomes (P,)nenN appartenant ¢ RY[X] appartient ¢ RE[X]
our<p.

Par un raisonnement analogue & ceux des théorémes et propositions 4,5,6,7 nous pouvons établir
que, si une suite polynémes (P,)neN appartenant a RY[X] converge vers un polynéme P, celui-ci
appartient a R;[X], ou r < p.

5 Cinquiéme figure: polyndmes simples et matrices compa-
gnons

Rappelons que le discriminant d’un polynéme réel P(X), résultant des polynémes P(X) et P’(X),
s’annule si et seulement si P(X) posséde des facteurs multiples; il s’exprime comme un polyndme
en les coefficients de P(X) et par suite 'ensemble des polyndémes UNITAIRES de R[X] de degré k
dont le discriminant est nul est un fermé; nous allons nous intéresser a ’ensemble € des polynoémes
unitaires simples de degré k, c’est & dire dont la factorisation dans R[X] ne contient aucun facteur
multiple.

Pour tout p € <0, ..., E (g)} nous désignerons par Q;f I’ensemble des polyndémes unitaires a

coeflicients réels, de degré k, simples, qui possédent p facteurs irréductibles de degré deux, premiers
entre eux deux a deux, et k — 2p racines réelles distinctes.

De méme nous désignerons pour tout p € {O, ey E(g)} par D;”(IR) I’ensemble des matrices

D1 0
0 D
0 0
diagonales par blocs de la forme suivante v we e Dy o o .. |, ot les D; sont des matrices

0. i e 0 dy
compagnons de la forme ( (1) :g;’, ), distinctes deux & deux, ou pour chaque entier j le polynéme
caractéristique X2+ 0;X + 60, est irréductible et les d; sont des réels distincts deux a deux.
Enfin nous désignerons par F(Q/kp ) I’ensemble des matrices compagnons des polyndémes de Qlk" .

Théoréme 11. Soient un polynome A € Q3" et la matrice compagnon T'(A), il existe une matrice

PEGL} (R) telle que P~'T'(A)P appartienne a D;Z}L(]R).

0 0 —ao
1 0 —ai

Soit T'(4)=| ° ! et a I’endomorphisme représenté par I'(A) dans la base
00 o o 1 —ar

canonique B = (ey, ..., ex) de RF, considérons la factorisation AX)=IT}2, Rj(X) ou les R;(X)
sont unitaires irréductibles, avec des facteurs distincts deux & deux et posons pour chaque j

Qj(X):Hk#j R(X); les trinémes Ry(X) étant irréductibles dans R[X] leurs termes constants
sont strictement positifs, et par suite il en est de méme pour les termes constants des poly-
nomes Q;(X).
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Les deux vecteurs €1 = Q1(a)(e1) et €2 = Q1(a)(ez2) engendrent le plan vectoriel Ker((R;(a)),

. . 2m —2 ; .
les vecteurs (e1,€9, €3, ..., €,) forment clairement une base et si Q1(X) = Z,;”O ¢; X" la matrice de
qo 0 0 .. .. 0
q1 qo (U
passage de la base B = (e, ..., eamm) & B' = (g1, €9, €3, ..., €2,) €8t | = It é : | donc ces
i a0
. . . 0 gam—-2 0 .. .. 1
deux bases sont de méme orientation.
Comme a(es) = aq, ales) = €5, ..., a(€am_1) = eam, aleam) = —age1 — a1ez — asez — ... —
A9 —1€2m = U1ET1 + U2Ea + U3E3 — ... + UomEom et donc la matrice de a dans B’ sera ( %1 J@l ), avec
1
Dlz( (1) fll )a ot Ri(X)=X%+01X +64, L1=< 8 8 Co 8 u ) et la matrice M7 est une matrice
— P 2

compagnon; par ailleurs, comme le polynéme caractéristique de < D01 ]\I;Ill ) est égal au produit de
celui de Dy et celui de My, M7 =T(Q1).

Si on pose €h,, = €am + ag1 + P2, a(esm)=a(eam)+alact)+a(Be)=uie1 + usgs + aes +
B(—b61e1 — 0162) + 2+ keay, ol z € Vect(es, ..., €2m —1); Aot a(eby,)=(u1 — 018)e1+ (ua+a—o18)ea+
2-+k(eby, — agy — Bea)=(u1 — ka — 018)e1 + (ug + o — 018 — kB)ea + z-+keh,,.

Le déterminant du systéme { Za_—i_(gii?)uﬁl — étant égal & —(k%+ o1k +61) il est différent
de 0, donc on peut trouver (a, 3) tels que a(eh,,) appartienne a Vect(es, ..., eam), la famille

(€1,€2,€3,...€2m 1, €5y,) st une base de méme orientation que B, et la matrice de a dans cette base

Dy O
sera( 0 M >

D’ou on peut démontrer par récurrence qu’il existe une base C = (71, ..., Y2m), de méme
orientation que B = (ey, ..., €a,,), dans laquelle ’endomorphisme a est représenté par la matrice
Dy 0 0 .. .. 0 0
0 Dy 0 .. .. 0
0 0 . . 0 . ) o 0.
. , ot les D; sont des matrices de la forme ( 1 o ), telles que R;(X) =
e e 0 .0
S wi Dm_1 0
0. .. . 0 Dn
X2 —|— O'jX —|— 9_]
Proposition 12. Soient (p,k) tels que 2p < k, deuz polyndmes unitaires (A, B) € (Q;Cp)2 et les
0 0 ... .. . —ap 0 0 —bo
1 0 . —aq 1 0 —b1
matrices compagnons associées T'(A)=| 0 1 = o et T(B)=| O b = = |
00 o o 1 —aps 000 o i 1 —bry

il existe deur matrices (P,Q)EGL}(R)? et deur matrices (D(A), D(B)) € D;f(IR)Q telles que
D(A)=P~'T(A)P et D(B)=Q~'I'(B)Q.

Si 2p=Fk le résultat découle de 'application du théoréme précédent aux matrices I'(A) et I'(B).
Supposons 2p < k , soit a 'endomorphisme représenté par I'(A) dans la base canonique B =
(e1, ..., ex) de RF, considérons la factorisation de A(X), A(X):H?:1 Ri(X)[TL(X —d;) ou les
R;(X) sont unitaires irréductibles, avec des facteurs distincts deux & deux, comme 2p<k alors ¢>1
et RF=gf_ Ker(R;(a))®d{_ Ker(a — d;Id); d’on I'existence d’une base (1,1, ...,Ep,p, @1, -+, 9¢),

A 0 0
0 A 0
0 o e
dans laquelle a est représenté par une matrice diagonale par blocs | .. .. .. 4, .. .. .. |; pour
0 a1
C e e e e O
0. ... .. . .. 0 aq

que les blocs soient exactement des matrices compagnons A; = < (1) :3j ), il suffit de choisir dans

chaque plan vectoriel Ker((R;(a)) une base constituée d’un vecteur v; et de son image a(v;); on
remarquera au passage que le polynoéme caractéristique de a|r;(a), X 24 0;X +0;, est égal a son
polynéme minimal R;(X).
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I existe donc PEGLi(RR) tel que D(A)=P~'T'(A)P; pour que PEGL} (R) il est nécessaire que
la base (vi,a(v1),...,vp,a(Vp), @1, ..., Pq) soit directe; ceci sera possible, en remplagant si nécessaire
I'un des vecteurs ; par son opposé (il en a au moins un puisque ¢ = 1) et ainsi nous obtenons une
base directe dans laquelle a est représenté par la matrice D(A), d’ott une matrice P € GL;(R)
telle que D(A)=P~T'(A)P de D;’(R); on fera de méme pour B.

/,
Théoréme 13. Les QF sont les composantes connezxes de 'ouvert Q

Soient deux polynémes unitaires (A, B) € Q,[X]? et les matrices compagnons associées I'(A) =
0 0 ... .. —ap 0 0 ... .. . 71)0
1 0 ... . .. —ail 1 0 ... .. .. 71)1
01 : etT(B)=| O 1 = = les deux matrices (P,Q)€G L} (R)? et les
000 o 1 —ap, 000 oo 1 —bpy

deux matrices (D(A), D(B)) € DE(R)? telles que I'(A)=PD(A)P~ ! et T(B)=QD(B)Q~*; D(A) et
D(B) sont de la forme

Al 0 % By 0 =
0 Az 0 o e 0 Bz 0 o we o
0 0 e e e 0 0 e e e
DA)=| .. . 4y et D(B)=| .. .. .. By e , ott les matrices A; et B;
0 [0 TR e eee e 0 Bl ......
...... 0 C e e e e O
0 0 ag 0. o . 0 Bq

sont des matrices compagnons de la forme A; = ( (1) :gj_ ), ott 07 —40;<0, et B; = ( (1) :;i ), ot
J J

13 — 4m;<0; les matrices Aj et Bj; sont ordonnées de telle sorte que (61,01) < (02,02) <...<(0,,0p)
et (m,m) <(n2,m2) <...<(np,Tp) (pour l'ordre lexicographique) et les scalaires sont aussi classés
par ordre croissant: a1 < <...< g et f1 < fa<... < fg.
Pour prouver l'existence d’'un chemin continu de D(B) vers D(A) a valeurs dans DI(R)
il suffit de montrer 'existence d’un chemin continu f: ¢ — ta + (1 — ¢)b du 2p-+q uplet
a=(01, 01, ..., Op, Op, Q1, ..., q) vers le 2p+q uplet b=(n1, 71, ...y Np, Tp, B1, ..y Bg)s tel que
vie[0,1],Vje{l,....,p}, {to;+ (1 —t)m;}* <4{th; + (1 —t)n;}
vt €[0,1],V(u, v){1,...,p}% utv=> (t0u+ (1 — t)nu, tou + (1 — t)mu)Ft0s + (1 — t) 0y, top + (1 — t)7,)
Vte[0,1],Y(i, 5){1,...,q}2% i # j = ta;+ (1 —t) BiFta;+ (1 —t) 3,
Ces trois conditions sont faciles & vérifier, elles découlent de la convexité de l’ensemble des

points du plan tels que y? < 4z et du classement strictement croissant décrit au-dessus.

Comme les matrices inversibles P et () appartiennent a GLg(IR), qui est connexe par arcs,
il existe un chemin continu G, & valeurs dans GL} (R), tel que G(0) = Q,G(1) =P et Vt € [0,1],

G(t) e GL}(R).
D’ou un chemin continu h, a valeurs dans M}”(R), défini pour tout ¢ € [0, 1] par

cit)y 0«
10 Co(t) 0
0 0 e

h(t) = GE)| . G e e |GE)TY 0u Vo€ {1, .., p}, VE € [0, 1], C4(t) =
e w0 £
0. e 0 yq(t)

(? ::2:%:32) et Vi € {1, ..., q}, V&t € [0, 1], 7(t) = ta; + (1 — t)B4; ce qui constitue
un chemin continu de I'(B) vers I'(A), a valeurs dans M} ”(R); comme l'application qui associe
a toute matrice de M};”(IR) son polynéme caractéristique est continue, le chemin continu de I'(A)
vers T'(B) a valeurs dans M};”(R) induit un chemin continu du polynéme A vers le polynome

/4
B, a valeurs dans Q.

Je remercie Maurice Arrigoni dont les conversations m’ont permis d’avancer dans cette étude.
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