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1 Introduction

Soient A, B € M, (K) x M,(K) ou K est un corps commutatif quelconque,
on appellera fonction de Sylvester s(A, B) attachée au couple (A, B) la fonction
qui, & toute matrice M € M,, ,(K), associe la matrice AM—MB € M,, ,(K);la
relation AM — M B = C est essentiellement utilisée comme décrivant la matrice
M de maniére implicite.

On sait que s(A, B) est un automorphisme de M, ,(K) si et seulement si les
spectres de A et B sont disjoints (ou leurs polynémes minimaux premiers entre
eux) et dans ce cas 'application réciproque existe, ¢’est aussi un automorphisme
et sa dépendance par rapport & A et B est polynomiale.

Ce cas sera appelé “cas général” tandis que 'on parlera de “cas singulier”
lorsque les spectres ne sont pas disjoints. Le cas général a été abondamment
étudié (on pourra se référer a la liste non exhaustive citée dans larticle [7]).

Dans les cas singuliers se posent au moins trois problémes :

i) Déterminer des conditions sur C pour qu'il existe M telle que AM—MB =
C.

ii) Décrire une base du sous-espace vectoriel S(A, B), image de I’application
s(4, B).

ili) Déterminer une solution particuliére M en fonction de C.

iv) Eventuellement étudier la dépendance de cette solution en fonction de C
(continuité , ..)

Face a la grande quantité de travaux qui portent sur le cas "général" peu d’ar-
ticles considérent le cas "singulier", on citera Z-Y. Li et B.Zhou [7], M.Dincic[4] ;
chacun est concu en supposant aux matrices A et B une structure particuliére,
le premier se place dans le cadre de la décomposition spectrale, le deuxiéme
privilégie la forme de Jordan.

Dans [7] les calculs sont extrémement longs et les formules compliquées ; les
matrices A, B, C' étant astreintes & la forme "idempotent+nilpotent".

Dans [4] les conditions d’existence et les solutions particuliéres sont présen-
tées ex-nihilo (mais vérifiées). Pour étre effective une méthode devrait permettre



une double circulation : a partir de deux matrices A et B on déterminera deux
matrices A’ et B’, respectivement semblables & A et B, pour lesquelles on saura
étudier ’équation de Sylvester, puis, si c’est le cas, la résoudre en fonction de
A’ et B, et ensuite en déduire la résolution de I’équation d’origine, en fonc-
tion de A et B. Dans le cas de [4] le choix de regrouper les blocs de Jordan en
fonction du critére "spectres identiques"-"spectres disjoints" allege I’étude mais
rend trop complexe la restitution des résultats.

Nous avons préféré aborder ’équation de Sylvester dans le cas singulier
lorsque les matrices A et B sont des matrices compagnons, puis proposer 1’ex-
tension de ’étude aux produits directs de matrices compagnons; en fait le cas
général apparaitra comme un cas particulier.

Le paragraphe 1 concerne 'aspect affine de ’équation AX — XB = C.

Le paragraphe 2 introduit les outils nécessaires, matrices compagnons, po-
lynémes adjoints d’un polynéme, la formule du Nivellateur qui permettra de
raisonner sur la relation de Sylvester par équivalences et permet de décrire le
noyau de Papplication linéaire associée a s(A, B).

Le paragraphe 3 étudie les fonctions polynomiales des matrices compagnons,
en particulier le rang de la matrice P(M) lorsque M est une matrice compagnon
ainsi que la détermination d’une matrice carrée extraite de rang maximal.

Le paragraphe 4 établit une Condition Nécessaire et Suffisante pour 'exis-
tence d’une matrice M telle que AM — M B = C, en fonction des colonnes de
C ainsi qu’une formule explicite pour une solution particuliére de ’équation,
appelée "solution standard". La "solution standard" dépend continument de C'
et elle se confond avec la solution unique dans le cas "non singulier".

Le paragraphe 5 établit la dimension de l'espace vectoriel S(A, B) des ma-
trices C' qui possédent un antécédent par s(A, B).

Le paragraphe 6 aborde le cas des matrices quelconques au moyen d’une
réduction de Frobenius allégée ; ’équation AM — M B = C est remplacée par
une famille d’équations A; M, , — M, B, = C, ,, qui s’¢tudient chacune en

fonction des matrices Ilp,(A4,) et H[g,] (A)Cy + H[g] (A)C2+ .. + Hgg] (A)Cp.
Les matrices considérées sont & coefficients dans un corps commutatif K.

1.1 Solution particuliére, solution générale

L’équation AX — XB = C, ou X est l'inconnue, est une équation affine,
I’ensemble des solutions est un espace affine, dirigé par ’ensemble des solutions
de I’équation linéaire associée. L’essentiel sera la recherche d’une solution "par-
ticuliére" de ’équation affine.

2  Quelques outils indispensables

Définition 1. Polynémes adjoints d’un polynéome P(X).

Soit P(X) =>"_,a; X" on désignera pour k = 0,..,p par PI(X) le polynome
P i—k
i—k aiX .



Les polynomes successifs qui apparaissent dans le schéma de Horner d’un
polynome P(X) sont, dans 'ordre inverse, les polynomes adjoints de P(X).

Lemme 1. Soit P(X) = Y"_,a; X" alors pour tout k de € {0,..,p} PF(X) =
XPFEHI(X) + ag.

Démonstration. Découle de la définition. O

Définition 2. Matrices compagnons
Une matrice de la forme

0 0 0 —ao
1 0 0 —aq
0 0 .. .1 —Aak—-1

sera dite "compagnon”; son polyndéme caractéristique est égal & son polyndme
minimal
k k-1
X —|—ak_1X + ...+ ap.

Nous noterons Iy (X) le polynéme minimal d’une matrice M. Nous aurons
souvent recours ¢ A et B deur matrices compagnons de tailles respectives n et
p et C désignera un élément de M,, ,(K).

0o 0 .. 0 —ap
10 .. . 0 -0
A =
0 0 1 —ap_1
0 0 0 —=by
10 0 —b
B =
00 .. . 1 —=bp
Définition 3. On appelle vectorisation d’une matrice M € My, (M), dont on
My
. . My
désignera les colonnes par My, .., My, sa transformation en un vecteur ,
M,

obtenu en écrivant ses colonnes l'une aprés 'autre.

Définition 4. La formule du Nivellateur

Soient (A, B,C) € Myp(K) X Mp(K) x M,, ,(K), en vectorisant on transforme
léquation AM — M B = C en I’équation équivalente

My c
,eA-Bor) M| =]
MP Cp



qui est appelée "formule du Nivellateur”.

Lorsque A et B sont des matrices compagnons la formule du Nivellateur
s’écrit

A -1 0 e e .. 0 0
o A —-I 0 . 0 O 0
0 0o A —-TI 0 0 O 0
(I, »A-"B®1,) = 0
. . . B | -1
bol bl . e by 11+ A
La relation AM — MB = C est équivalente a
A -1 0 v . .0 0 X3 C1
o A —-I 0o . 0 O 0 X5 Cs
0 0o A —-I 0 0 O 0 _
0 . -
. . . B | -1 . .
bol b1 . e e by I+ A Xp Cp
=4
My = AM; — C;
M, =AM, 1 — Cp_4
boMy1 + b1 My + ... + b1 My, + AM, = C),
~
My =AM, — C4
boMy + .. + bpfl(Ap_lMl — Ap_201 — Cpfl) + AMp = Cp
=4

My =AM, — Cy

M, =AM, | — Cp_;
p(A)M, =18 )0, + 12 A)C, + ..+ T (4)C,.

ot H[g] (X)) désigne le polynome Z;’:k b X770
D’ow le noyau de Uapplication linéaire associée a s(A, B) :

Proposition 1. AM — MB = 0 si seulement si Ug(A)M; = 0 et My =
AMy, Ms = AMs, ... = M, = AM,_,.



Démonstration. Il suffit de considérer la formule au-dessus en posant C7 = Cy =
.=Cp=0 O

Remarque: 1. On en déduit aussi que s(A, B)(M)=0 et M1=0 alors M =0.
Autrement dit si deux matrices M et N ont la premiére colonne identique et la
méme image par la fonction de Sylvester s(A, B) elles sont égales

3 L’espace des colonnes des puissances d’une ma-
trice compagnon

Rappelons, comme nous lavons déja utilisé plus haut, que, si on considére
un polynome P(X), la matrice P(A) est inversible si et seulement si P(X) est
premier avec I14(X).

-1
Théoréme 1. Soit un polynome P(X) = X" + pz piX?, ot pg # 0
i=0

1. 81 P(X) divise I14(X) la matrice P(A) est de rang n—r, les n-r premiéres
colonnes de P(A) constituent une base de l’espace des colonnes de P(A)
et les n —r derniéres lignes constituent une base de l’espace des lignes de
P(A) ;

2. Si P(X) ne divise pas A(X) et si on pose Z(X) = P(X) A4 (X), les
espaces engendrés par les colonnes de la matrice P(A) et par les colonnes
de la matrice Z(A) sont identiques, de méme que les espaces engendrés
par les lignes de la matrice P(A) et par les lignes de la matrice Z(A),
tous de dimension n — d, ou d désigne le degré de Z(X).

3. Dans tous les cas la matrice extraite de P(A) formée par n — d premiéres
colonnes et les n — d derniéres lignes est une matrice carrée extraite de
rang mazximal ;

on trouvera une partie de ce résultat dans [1]

Démonstration. 1. On suppose que P(X) divise IT4(X) et on désigne par
1 (P),.T'n(P) les colonnes de P(A), alors pour tout k de {0,..,n — 1},

Po
P1

Pr—1
Tr11(P) = ATy(P). Il est immeédiat que T'y(P) = I'y(P) =




0 0

Po -
D1 0
DPr—1 0
gy T r(P) =
1 (P) %
.. P1
0 .
0 DPr—1

1

La forme des colonnes I'1(P),..,I",,—.(P) entraine leur indépendance li-
néaire ; D’autre part soit Q(X) tel que P(X)Q(X) = IT4(X); alors pour
tout k € {1,..,n} Q(A)P(A)(er) = Ma(A)(ex) = 0 ou (ey,..,e,) de-
signe la base canonique de K™, d’ou Q(A)I'x(P) = 0 pour tout k < 7.
Cest-a-dire (Z;:OT_I @AY+ ATk (P) = 0, qui se traduit par la rela-
tion Z?:_Or_l qiliyk(P) 4+ Tp_ryr(P) = 0 pour tout k& < 7. D’ou Vk <
rTporik(P) € Vect(T'y(P),..,T'—r(P)). Il en découle que lorsque P(X)
divise IT4(X) les n — r premiéres colonnes de P(A) forment une base de
Pespace de ses colonnes; par suite le rang de la matrice P(A) est égal a
n —r et la forme des lignes de P(A) entraine que les n —r derniéres lignes
forment une base de I'espace des lignes de P(A);

. Si P(X) ne divise pas IT4(X) posons Z(X) = P(X) ATl 4(X) dont nous
désignerons le degré par d, alors il existe un polynéme W (X) tel que
P(A) = Z(A)W(A) = W(A)Z(A) d’ou les lignes de P(A) sont des com-
binaisons linéaires de celles de Z(A) et les colonnes de P(A) sont des
combinaisons linéaires de celles de Z(A); D’autre part le Théoréme de
Bezout entraine lexistence de deux polyomes U(X) et V(X) tels que
UX)P(X)+V(X)I4(X)=Z(X) et P(X)U(X)+T4(X)V(X) = Z(X),
dou U(A)P(A) = Z(A) et P(A)U(A) = Z(A), d’ou les colonnes de Z(A)
sont des combinaisons linéaires de celles de P(A) et les lignes de Z(A)
sont des combinaisons linéaires de celles de P(A);

. On peut appliquer a Z(A) le résultat du 1 et I’étendre & P(A) en vertu
du 2.,
O



4 Une condition nécessaire et suffisante pour la
solvabilité de I’équation

Remarque: 2. Rappelons que dans le cas de matrices compagnons l’égalité
AM — M B = C est équivalente au systéme

My =AM, — C4

M, =AM,_, — Cp_;
p(A)M, =1 A)C, + TR (A0, + ..+ TE(A)C,.

Les conditions posées par ce systéme sont d’ordres différents : La condition
Mp(A)M;, = Hg] (A)Cy —|—H[;] (A)Cy+ .. —|—HE£] (A)C, s’impose o C' et détermine,
le cas échéant, la valeur de My (**); c’est donc une Condition Nécessaire.

Les conditions Nk € [2;p|My = AMy_1 — Cr_1" détermine, a partir de la
valeur de My, les valeurs des autres vecteurs colonnes Ma, .., M,_1 (***), d’ou
la valeur de M.

L’équivalence entre les systémes assure que la condition (**) est suffisante
pour que C appartienne a S(A, B).

D’ou
Proposition 2. La Condition Nécessaire et Suffisante

La matrice C appartient o S(A, B) si et seulement il existe My tel que
z(A)M, =1H)C + 12 A0, + ..+ T A)C,.

Proposition 3. Détermination effective d’une solution "particuliere” de AM —
MB=C.

!
Soit Tig(d) = (U U

T T,) ou (U,UT,T")) € Man-a(K) x Maga(K) x

Mop—an—d(K) X My_qq(K) et T est une matrice extraite de rang mazimal

0 0
de (T T’)
i) Il existe une matrice unique Q telle que U = QT et U' = QT".

ii) On pose H%] (A)C + Hg] (A)Cy + .. + Hggl (A)C, = (T‘/(/ ,

. U U\(Y\y [V . . , .
le systéme (T T’) (Z) = <W) posséde des solutions si et seulement si

’ /
i11) Si le systéme (g g,) <}Z/> = (IEI// est résoluble il posséde une solu-

Y .. . (T7'Y
O),ellesecrzt( 0 )

i) Une solution de l'équation AX — XB = C a pour expression M =

X T-'w
[Ml,MQ,...,Mp], ou M1 :< 0 >,M2=AM1,...,MPZAMP1.

tion unique de la forme



Démonstration. i) Il a été montré plus haut que T est une matrice carrée extraite
de rang maximal. La multiplication par Q représente les opérations élémentaires
sur les lignes de la matrice IIg(A) qui annulent les d premiéres lignes ; 'unicité
découle du fait que les lignes de T sont linéairement indépendantes

ii) Le systéme (g 79,) (}Z/) = (;é) posséde des solutions donc les opérations

élémentaires qui annulent les premiéres lignes du membre de gauche doivent
annuler les mémes lignes du membre de droite.

i (2 0) )= (n) = (5 2) (5)= () =
P

iv) Une fois déterminée la valeur de la premiére colonne Mj, les valeurs de
My, .., M, sont imposées par le systéme issu de la formule du Nivellateur.
O

Définition 5. Deux solutions de l’équation AX — XB = C qui auraient la
méme premicre colonne sont identiques (remarque 2 ) donc il n'existe qu’une

unique solution M de la forme (}(;

), elle sera désignée sous le nom de "solution

T-'w

0 ):MQZAMl_

standard”. La solution standard a pour expression M, :(
Ciyocy My = AMp_1 — Cp_1.

Théoréme 2. L’application qui associe a toute matrice C' pour laquelle I’équa-
tion AX — X B = C posséde des solutions, la solution standard est une fonction
continue de C.

w
dépend continuement de C, par suite W, sa projetée sur un sous-espace vectoriel
fixe dépend aussi continument de C'. La continuité de AMj, — C), est immédiate ;
d’out la continuité de la solution standard.

Démonstration. La matrice (V> = H%](A)Cl + H[;](A)Cz + ..+ Hgg] (A)C,

O

Remarque: 3. Dans le cas général la matrice TIg(A) est inversible et M; =
(HB(A))_l(Hg] (A)C4 +H[§] (A)Cy+.. —l—Hg] (A)Cp), comme dans ce cas Uappli-
cation de Sylvester est une bijection, cette solution est la solution standard. La
méthode proposée pour le cas singulier (mais "compagnon”) est donc universelle
(face a A et B compagnons).

5 La dimension de S(A,B)

Proposition 4. Soit (A,B) € M, (K) x M,(K), des matrices compagnons
et d la dimension de Ker(Ilg(A), qui est égale au degré de T14(X) A p(X)



l’ensemble des matrices C' telles qu’il existe M vérifiant AM — MB = C' est un
espace vectoriel de dimension np — d.

Démonstration. Comme la dimension du noyau de l'application linéaire asso-
ciée & s(A, B) est égale a celle du noyau de II(A), c’est-a-dire au degré d de
IT4(X) AlIp(X), il en découle que la dimension de I'image S(A, B) de l'appli-
cation s(A, B) est égale a np — d. O

6 L’équation de Sylvester dans le cas ou les ma-
trices A et/ou B ne sont pas des matrices com-
pagnons

Soit donc I’équation matricielle AM — MB = C.

6.1 Extension au cas quelconque

Du point de vue théorique il suffit d’invoquer le Théoréeme de Frobenius,
éventuellement sous une forme faible : toute matrice o coefficients dans K est
semblable a une somme directe de matrices compagnons.

La liste des taches a effectuer est banale :

1) Pour A et B obtenir les matrices P~ AP et Q=1 BQ respectivement sem-
blables & des sommes directes de matrices compagnons ®A,, et B,

Al 0 .. 0
A 0 A, .. 0
0 0o .. A
et
B, 0 0 . 0
B 0 B, 0 .. 0
0 0O 0 . B}’7

2) Conserver P et @ pour la restitution des résultats
3) Etudier, le cas échéant résoudre, le systéme

{4y, = M, Bl = CLy, (u,0) € 1] X [1p)

ou M' = P71MQ et C' = P71CQ.
4) Si on désigne par M,’w les différentes solutions la matrice

/ / /
My, M, .. Mj,
/
v | M-
M! M/
nl np



sera une solution de I’équation A’M' — M'B’' = C’.
5) PM'Q~" sera solution de I’équation AM — MB = C.
4bis) Si on désigne par M, ,, les différentes solutions STANDARD la matrice

M, M{, . M{’p
!
M = | M2
M! M!
nl . . np

sera LA solution STANDARD de ’équation A’M' — M'B’' = C".
5bis) et PM'Q~' sera LA solution STANDARD de ’équation AM — M B =
C.

6.2 Reéduire la Complexité

Les taches 2), 5) et 5bis) impliquent la détermination des matrices P et Q, le
calcul de leurs inverses, leur utilisation dans des multiplications et leur conser-
vation en mémoire ; la méthode de Danilevsky ([3], [9]), en considérant P et Q
comme des produits de transvections, permet & la fois un stockage économique
en mémoire et des calculs de moindre complexité.
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