Comment réduire a la main une Matrice Non
Négative

Patrick Teller

Pour éviter les querelles linguistiques
Non négatif > 0 Matrices non négatives
Positif > 0 Matrices a diagonale positive



1 Matrices non négatives irréductibles

Définition 1. matrice wrréductible
Une matrice M € M, (R™™) est dite réductible lorsqu’il
existe une matrice de permutation P telle que "PMP est

de la forme (? g) 00 (B, D) € My(R*")xM,_,(R*")
et C € My, p(R*)

Théoréme 1. Caractérisation de lirréductibilité
par les puissances

La matrice M € M, (R™) est irréductible si
et seulement si, ¥(i,7) Jk mgf]j) > 0.

Ne pas confondre avec "primitivité" :
Théoréme 2. Caractérisation de lirréductibilité
par [’Algébre Linéaire
Soit la matrice non-négative M € M,(R™) et
pour chaque ligne M; le réel r; = Zke[l,..,n] Mk |
st on pose D la matrice diagonale de diagonale
(11,79, ..7m) et B=M-D; M est irréductible si et
seulement si le rang de B est égal a n-1 et le
noyau de 'B contient un vecteur & coordonnées
non nulles.



Théoréme 3. Caractérisation de lirréductibilité
par le Graphe

La matrice non-négative M € M, (R™™) est irré-
ductible si et seulement si le graphe direct associé
est fortement connezxe.

comment réduire effectivement ?



2 Définitions

CASE (1, j),
TABLEAU U = [1,..,n)?
élément my; ;)
matrice M = (my; ;) € M, (R™)
m%
zéro de M= une case du tableau qui affiche une
valeur nulle.
La jéme colonne d’une matrice M sera désignée
par M)
la iéme ligne sera désignée par M
La jéme puissance de M sera désignée par M/
M y=Matrice extraite
Ur,.n=Tableau extrait



3 Etude des termes non nuls des puissances d’une
matrice non négative

Schwarcz On Powers of Non-Negative Matrices
New kinds of theorems on non-negative ma-
trices



4 Point de vue "topologique" : Les sup-
ports de zéros

Lemme 1. Soient (x,y) € (R™)x(R™),zxy =
0O=2=0Vy=0.

Lemme 2. Soient (x,y) € (R™)x(R™), x4y =
O=z=0Ay=0.

Définition 2. Support des zéros d’une matrice
Non Negative

Support de Mt = 4. ).mi =0
pp 7]7 )

(4.



Définition 3. Distance entre points de [1,..,n]*,
distance de Hausdorff de deux parties de [1, .., n]?
associée a cette distance

Soient (x = (x1,22),y = (Y1,y2)) on désignera
leur distance par d(z,y) = |v1 — y1| + |x2 — yal.

Soient deuzx parties A et B de [[1,..,n]]?, on
appellera distance de Hausdorff de A et B la borne
inférieure de {e,Ya € A,3b € B,d(a,b) < €} et
de {e,¥b € B,da € A,d(a,b) < €}

Proposition 1. Une suite (Z;,t € N) de parties
de U converge au sens de Hausdorff si et seule-
ment si il existe by, tel que Vt > to, Z; = Zy,.



LES ZEROS NE SE VALENT PAS Soient M €
M, (RT™) et (i,7) € [1,..,n]?
zéro de M my; jy =0

zéro persistant de M Vk € N*| m[l;]

~ =0
)
zéro périssable de M dt, € N*, Vt > t, myg]j) # 0

zéro périodique

Lemme 3. Soit M € M,(R*™), a diagonale po-

] [t+1]
(wo) > 0= M,y > 0.

t+1] _  [t] [t]

(up) m(u,v)m@av)_'_Zk??éU m(u,k)m(kav)7
chacun des termes du membre de droite est non-

[t]
(u,0)
Donc dans le cas d'une matrice a diagonale

sitive, m

Démonstration. m

négatif, sauf m, ) et m qui sont positifs.

positive il ne peut apparaitre de zéro, mais ils
peuvent disparaitre.

[]

Diagonale positive et zéros périodiques?? 7 ?



Théoréme 4. Le cas des matrices a diagonale
positive

Soit M € M,(R™), a diagonale positive, la
suite (Z(M"),t € N*) est décroissante et il existe
to tel que Vt > ty, Z(Mt) = Z(Mto)

Demonstmtzon m =>,m k)
t
Supposons mEtj;] = () alors mE]J]m(M) est nul,

or 1M} j) #Odoumg]) 0

Donc (i,7) € Z(M™Y) = (i,5) € Z(M"),
d’on la suite (Z(M"),t € N*) est décroissante
. Comme c’est une suite a valeurs dans un en-
semble fini, elle est alors convergente. dty, V& >

t, Z(M?) = Z(M). S



Théoréme 5. Le cas des matrices a diagonale
non positive

Soit M € M,(R*™), dont la diagonale n’est pas
nécessairement positive, la suite (Z(M',t € N¥)
est, soit convergente, soit ultimement périodique.
Démonstration. 3ty < t1, Z(M™) = Z(M™). Nous

prendrons le plus petit couple (¢g,t1) et montre-
rons que Z(M'Wthy c Z(MhT.

(i,5) € Z(M') & m™ =0, don S, [}{ M) =

(i.5) Y
0, c’est a dire Vk € [1,..,n], me) =0V my ) =
0.
L’hypotheése Z(M") = Z(M") entraine que,

quel que soit k mEt.OIL) 0 <— mE ]) 0, d’onl

Zk( ) (k) = 0; c’est a dire mEtl;gl] = 0.,
ce qui etabht 11nclu81on Z(Mthy C Z(M"H),
I'inclusion réciproque se démontre de la méme
maniére. D’ou il découle, par une récurrence im-
médiate que la suite (Z(M', t > t;) est pério-
dique de période t; — ty.

Bien entendu si t; = ty+ 1 la suite "périodique
de période 1" est tout simplement constante a
partir de . ]

Nous avons prouvé 1'existence possible de zéros
périodiques.

10



5 Deux exemples de zéros périodiques

0100 1010
. 11010 > 10111
it =g 011 T loo2n
0010 0011
0111
1031
P3 = it d’ ¢
0039 On voit d’abord quatre zéros
0021

périssables qui disparaissent en deux itérations,
restent six zéros, deux permanentes et deux péris-
sables qui alternent avec deux autres périssables.

0100 1010
. B 1 Q2 - 111
Soit () = | = 09 1
1 111

1 3

3 4

3 6

3 4

0
0
0

— O
S = O

o — o O

1
1
2
1

O R O
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12 4 3
51 9 4
4 3 10 6
51 9 4

Ici les deux premiéres matrices semblent suivre
un regime de périodicité mais dés la quatrieme
les deux zéros commencent a disparaitre

12



6 Le secret de la "longévité" des zéros per-
sistants

Désormais nous supposerons, sauf indication contraire,
que la diagonale des matrices considérées est po-
sitive.

2]

Soit m;, .y =0 (par suite my 0).

i1,J1)

Alors D pciy o My )Mk jy) = 00%).

On pose [} = {k c[1,..,n},mu ) = O}
= {k: c1,..,nl,mgy ) > O}.

(*) devient
Zkell (i1, k)M (kyjy) T Zkelg Ty k)T (k1) = 0.

Or ke [1 = M) = 0

(*) devient a Zkelg Myi, k) M(kj;)—0 et, comme
M(jy) > 0
(*)<:> Vk € ]2, My k) = 0.

Sur la ligne de (i1,71) les (i1, k) ou k € Iy et
sur la colonne de (i1, 71) les (k, j1) ot k € 1.

De méme si on considere 129 tel que mEz] i =0
et jo € Iy alors my, j,) = mg, j,) = 0... d'ou
Pour m(iy, 5;) il faut des zéros en (is, k) oil

kelyeten (k,ji)ouk €y
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Et ainsi de suite pour chaque colonne

En répétant ce raisonnement pour chacune des
cases considérées on établit que les zéros néces-
saires et suffisants pour que la configuration consi-
dérée persiste al’instant 2 forment un quadrillage
(avec des "trous") au sein du tableau ; le coté ver-
tical comptant |I| éléments , le coté horizontal
en comptant |I]

les indices des lignes et des colonnes de ce qua-
drillage forment une partition de [1,..,n].

D’ot les définitions

Définition 4. Soit une matrice M = (my; ;) €
M, (RT™) et deux sous-ensembles I et J de[l, .., n]
on désignera par My ; la matrice extraite, dans
laquelle les lignes d’indice n’appartenant pas a
I ont été supprimées, de méme que les colonnes
dindice n’appartenant pas a J.

Définition 5. Stratification de zéros

Une matrice M = (m; j)) € Myu(R™) a dia-
gonale positive étant donnée, on dira que la ma-
trice extraite My j est une stratification de zéros

lorsque I et J forment une partition de [1,..,n] et

Remarque: 1. [ L'objectif de cette étude devant

14



concerner des dispositions de zéros dans des cases
d’un tableau n X n, on comprendra que la positi-
vité de la diagonale entraine que st My j est une
stratification de zéros aucune case de la diago-
nale ne pourra appartenir a la matrice My j qui
est censée étre nulle.

Le méme raisonnement qui nous a assuré que,
dans le cas de diagonale positive il n'y a pas créa-
tion de zéros, établit que la diagonale de MY est
aussi positive.

Ci-dessous un exemple : les 0 représentent des
zéros, les x représentent des valeurs quelconques
non-négatives. La matrice M(134,7),25,638))

1 2 3 4 5) 0 7 8
11mqy;] O X X 0 0 X 0
2 X |moy| X X X X X X
3| x 0 |m33| X 0 0 X 0
4 x 0 X |[my!| O 0 X 0
bl X X X X |mss| X X X
6] x X X X X |mgg| X X
7] X 0 X X 0 0 | my; 0
8| x X X X X X X | msg
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Ci-dessous un exemple : les 0 représentent des
zéros, les x représentent des valeurs quelconques
non-négatives. La matrice M 3.47),2,56.8)) €st une
stratification de zéros, elle est formée de trois ali-
gnements horizontaux composés chacun de trois
rectangles de méme largeur (une case), mais de
longueurs variables (une case, deux cases, une

case) :

1 2 3 4 5! 6 7 8
11mqy] O X X 0 0 X 0
2] X |Mmyy| X X X X X X
3| x 0 |m33| X 0 0 X 0
4 X 0 X Mgy 0 0 X 0
bl X X X X |mss| X X X
0| x X X X X |Meg| X X
7 X 0 X X 0 0 mry 0
8| x X X X X X X | mgg
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Théoréme 6. Soit M € M, (R™) et M ;) une

stratification de zéros alors i) M ([i] J)

tification de zéros de M. i) les zéros des cases
de la stratification My yy sont persistants.

est une stra-

Démonstration. pour calculer la matrice extraite
M(QL 7 il suffit de considérer M comme une ma-
trice par blocs relativement a un découpage de
I'intervalle [1,..,n| en intervalles déterminés par Iy
ou par Iy, ce qui fait apparaitre dans chaque ligne
de blocs et dans chaque colonne de blocs une al-
ternance de blocs nuls et de blocs quelconques ; ce
qui se traduit dans M par la méme alternance.
Une fois démontré le résultat pour M2, on com-
prend qu’il sera vrai pour toute puissance de 2,
et par application du lemme 3 il sera vrai pour
toute puissance de M. Une récurrence immeédiate
établira que M([?J) = 0 pour tout t. []

Remarque: 2. Le tableau suivant représente la
matrice M € Mz(R™), oni =1,j =21 =
{1,3,4,7}etJ = {2,5,6}
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8 8 8 8 8 8 ~
8 8 338 D
828 8 8 8 8 8 W&
8 8 8 8 8 8 8 &
8 8 3338 S O,

N N VSRS
8 8 38 O
8 8 8 8 8 8 8

7 x 0 0 0

les 0 représentent des zéros, les x représentent
des valeurs structement positives; on voit aisé-
ment, comme les 0 se trouvent dans des cases du
produit cartésien I x J, lors de la détermination
de la valeur d’une case de My j dans M?* on ad-
dittonne des produits de la forme 0 X x, c’est a

dire 0.
LARGE

Théoréme 7. Tout zéro persistant appartient a
une stratification de zéros

Démonstration. Nous allons définir et travailler
avec des matrices dont les termes seront dans
B = {0,1,indif}. Nous appellerons produit d'un
vecteur A = (aq,..,a,) & coefficients dans B le
vecteur C' = (¢, .., ¢,) défini comme suit lorsque

18



ak#indif'ak:1:>bk—0ak—O:>bk—
indi f Remarquant que mE ]j) 0 Ax (C =
(0,..,0).

Détermination des stratifications de zéros Il est
clair que la matrice M peut comporter des zéros
hors-stratification de zéros (les zéros périssables,
par exemple), et on peut désirer déterminer les
stratifications de zéros.

Proposition 2. Soit M € M, (R™), M contient
une stmtz’ﬁcation de 2€ros si et seulement st 1l
eviste j € [1,..,n|, avec I, = {i € | m ) =
et I = {z c[1,..,nl,mg; > O} POUT Zesquels la
matrice Mh,fg est nulle.

Démonstration. immeédiat. ]

Remarque: 3. Dans le cas d’une matrice M non-
négative mais a diagonale non-positive le Théo-
reme précédent n’est, bien entendu, plus valable ;
nous considérerons alors la matrice N = Id+ M
qui sera a la fois non-négative et a diagonale po-
sitive, ce qui permettra d’appliquer les résultats et
les techniques relatives a ce type de matrices.

19
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7 Un exemple

(01000\
10000
Soit la matrice A=111 0 0 0
10111
\1 001 1)

Elle est non-négative mais sa diagonale n’est

(1

1

11

Considérons lamatriceC = Id+A =11 1
10

10

pas positive.

o = O O O
N O O O
_ O O O

—_
SN—

Le bloc Nord-Est est une stratification de zéros
donc ces neufs zéros sont persistants (dans C).
Les deux zéros des deux derniéres lignes sont pé-
rissables (comparaison,...). les deux zéros du bloc
Nord-Ouest alternent avec deux autres, la com-
paraison peut aider.

On voit que la suite des Supports de zéros as-
sociés a la matrice A est périodique a partir de
t = 2, la cause en est la présence des deux zéros
périodiques.

20



10
110
Sion considére lamatrice B= |1 1 1

11

_ O O O
— O O O

\01011)
celle-ci est non négative et a diagonale positive;
le calcul de B? fait déja disparaitre les zéros péris-
sables des cases ouest-Sud-Ouest. Les autres sont
persistants, les zéros des 3 premicres lignes sont
persistants, ils appartiennent a I'une ou 'autre de
deux stratifications. Au passage on remarquera
que les stratifications concernées ne sont pas dis-
jointes.

’ensemble des indices des lignes contenant des
0 et J I'ensemble des indices des colonnes conte-
nant des 0, le choix de la conjugaison assure que
[I|+|J| = n, let J complémentaires et My ; = 0.
Pour montrer que (4, j) est un zéro persistant on
regarde ]\L2 ; et récurrence.

Remarque: 4. Le tableau suivant représente la
matrice M € M7z(R™), ou i = 1,j =2 1 =
{1,3,4,7} et J ={2,5,6}
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1 28 4 5 607
r 0 x x 0 0 =z

1

2 v v v v T T X
v 0 x 2 0 0 «x
4 ¢ 0z x 00 x
b v v v x x x X
6 v x v x x T T
72 0 x x 00 x

22



8 Zéros et matrices réductibles

votre Mission : regrouper les 0 le long de la
pointe sud-ouest au moyen de transpositions et

par conjugaison suivant des transpositions
112]314]5]6 8

| O U | W]
T T BT BT B el e
O|IHR|IXR | OO H|O
T I e B B e
R RS T T BT e Bl e
N N Rl el B Nen)
N N Rl Re ) B Nen)
LR R R
Rl B P el el B e

SIX|X|X|X|X|X|X
On peut regrouper les 0 le long de la bordure

ouest en échangeant les colonnes 8 et 1, puis 6 et
3, puis 5 et 4 par multiplication a droite de M
par P ; alors en multipliant M a sa gauche par la
transposée de P on échange les lignes 8 et 1, puis
7 et 3, puis b et 4 ce qui regroupe les 0 le long
de la bordure sud. Au total on a regroupé les 0
aupres du coin sud-ouest.
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Théoréme 8. Soit une matrice M € M, (R*")
qui contient un systéme complet de zéros F, il

existe une permutation P telle que TPM P est de

la forme (? ZC)) P est définie directement par

la connaissance de F.

Démonstration. Soient M € M,,(R™)et My j une
matrice extraite de M, ot les deux ensembles d’in-
dices I et J sont complémentaires.

Une partie de [1,..,n| sera appelée "segment ini-
tial" si son minimum est égal a 1 et si elle est
connexe dans [1,..,n], elle sera appelée "segment
final" si son maximum est égal & n et si elle est
connexe dans [1, .., n|.

Tant que I n’est pas un segment final (et J n’est
pas un segment initial) effectuons sur les colonnes
de M la transposition P = (min(I), max(Cy__ 1)
qui se traduit par I : I — min(I) + max(J)
J  J —max(J)+min(I).

Comme le minimum de I croit strictement (et
celui de J décroit strictement) la procédure s’ar-
réte; a ce moment I est un segment final, J est
un segment initial, les zéros sont regroupés en un
bloc sud-ouest. De plus nous avons aussi obtenu
P comme composée de transpositions.
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[
Proposition 3. Soit une matrice réductible M &€
M, (R*T), de la forme M = P (? g) tP ou
(B,D) € M,(R*")xM_,(R*") et C € My, —,(R*),
contient une stratification de zéros My, 1, .

Démonstration. Si on désigne par E = (e, .., €,)
la base canonique de R" et par P la matrice de

passage de U = (u1, .., un) & F, la matrice (lg g)

représente, relativement a la base U, un endo-
morphisme f tel que f(< wui,ug,..,u, >) C<
Ui, .., up >; si on désigne par (e, e2), .., evp))
les vecteurs (uy,..,up,) et par (€y,,..,€uw, ,) les
vecteurs (up,..,u,—p) la matrice M contient la
matrice extraite M(y, vy, v, W1, -, Wp]) . Les en-
sembles d’indices sont complémentaires dans [1, .., n,
le bloc Sud-Ouest nul indique la nullité de la ma-
trice extraite considérée, ce qui établit bien que

M contient une stratification de zéros. D’ou le

Théoréme 9. Une matrice M € M,(R*") est
reductible si et seulement si elle contient une stra-
tification de zéros.
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9 L’algorithme

Ce qui dicte I'algorithme proposé : Pour chaque
colonne de M on "fabrique" I; et I5, on détermine
si My, 1,y = 0. Sioui M contient une stratification
de zéros et on la connait, on pourra donc sans
difficultés déterminer la matrice P de la définition
de la réductibilité. Si j ne convient pas on change
de colonne et si aucun j ne convient il n’y a pas
de systéme complet de zéros, ce qui signifie que
M est irréductible.

D’ou l'algorithme :

fini :=faux j :=1

Tant que 7 < n et fin=faux déterminer dans la
j-iéme colonne de M les ensembles I; = {y c[1,..,n},my ) = O}
et h = {yel,..,n],my,; >0} st My, =0
fini :=vrai sinon j := 5 + 1 fin.

La complexité, en termes de nombre d’opéra-
tions est moins bonne que les algorithmes de re-
cherche de composantes fortement connexes mais
la méthode proposée a I'avantage de fournir, dans
le cas de réductibilité, de maniére immeédiate la
matrice P qui intervient dans la formule de la ré-
ducibilité (voir 3).
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10 Le cas ou la diagonale n’est pas positive

Dans le cas ou la diagonale de M n’est pas po-
sitive posons N = M + Id, qui sera a la fois
non-négative et a diagonale positive.

Proposition 4. Soient M une matrice non-négative
et a diagonale non-positive et N=Id+M , M est
réductible si et seulement N [’est.

Démonstration. Soit P une matrice de permuta-

¢
. B C Id 0
tlonMP(O D) P<:>Nld+(0 ]d>+P<

t
Id+B (C
N—P( 0 ]d+D)P(parcequeBetD

sont carrées).

Par suite la réductibilité de M est équivalente a
celle de N, a laquelle on pourra appliquer ce qui
concerne les matrices non-négatives a diagonale
positive. []
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