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Résumé.
La fonction � qui associe à tout entier la somme de ses diviseurs est bien

connue; nous désignerons par f la fonction définie par f(t)=�(t)¡ 1, dont les
points fixes sont les premiers.

Ainsi f(5)=5, f(6)=11.
L'expérience suggère que, quel que soit l'entier x>1, si on considère la suite

récurrente définie par
�
u0=x
8n2N; un+1= f(un)

il existe un rang n0 tel que

f(un0+1) = f(un0), c'est à dire tel que f(un0) est premier; nous désignerons
cette affirmation sous le nom de �-conjecture et la suite ainsi décrite sera
appelée �-suite issue de x.

La conjecture a été soumise sur le site Mathoverflow en septembre 2014 et
on peut trouver cette suite sur le site OEIS sous le numéro A039654.

Dans le cadre de ses travaux sur l'hypothèse de Riemann guy Robin a
démontré que l'hypothèse de Riemann est équivalente à la validité de l'égalité

�(n) < e
nLn(Ln(n)) pour tout n>5041, où 
 est la constante d'Euler-
Mascheroni.

Par suite si nous plaçons dans l'hypothèse où �(n)< e
nLn(Ln(n)) pour
tout n>5041, où 
 est la constante d'Euler-Mascheroni,

Nous allons étudier la � ¡ conjecture dans le cadre de l'hypothèse de Rie-
mann, ce qui nous permet d'utiliser le résultat fondamental de Robin et nous
allons établir que, si on admet l'hypothèse de Riemann, la � ¡ conjecture est
vraie.

1. Les nombres premiers contenus dans un segment

On utilisera la notation classique �(x) pour désigner le nombre d'entiers premiers
inférieurs ou égaux à x et
Dans sa Thèse [1] Pierre Dusard a établi les inégalités suivantes:
i) 8x>599 �(x)> x

Ln(x)

�
1+ 1

Ln(x)

�
ii) 8x>355991 �(x)6 x

Ln(x)

�
1+ 1

Ln(x) +
2.51

Ln(x)2

�
Nous alllons en déduire une minoration du nombre de premiers dans un intervalle

de la forme [x,y].

Lemme 1.
La fonction g:t¡! t

Ln(t) est croissante et concave sur [3,+1[

La fonction h:t¡! t
Ln(t)2

est croissante et concave sur [3,+1[

Démonstration.
8t > 3; g 0(t)= 1

Ln(t)
- ¡ 1

Ln(t)2;
>0,8t > 3; g�(t)=-t¡1Ln(t)¡2+2t¡1Ln(t)¡3< 0

1



8t > 3; h0(t)= 1

Ln(t)2
- 2

Ln(t)3;
>0,8t > 3; h�(t)=-2t¡1Ln(t)¡3+6t¡1Ln(t)¡4< 0 �

Proposition 2. Une minoration de �(y)¡�(x)
y¡ x

Pour x<y assez grands �(y)¡�(x)> y

Ln(y) ¡
x

Ln(x)+
y

Ln(y)2 ¡
x

Ln(x)2 ¡
2.51

Ln(x)2

D'après le lemme y

Ln(y) ¡
x

Ln(x)>(y-x)g'(y)=(y-x)( 1

Ln(y) ¡
1

Ln(y)2 )
y

Ln(y)2 ¡
x

Ln(x)2
>(y-x)h'(y)=(y-x)( 1

Ln(y)2 ¡
2

Ln(y)3 )

D'où �(y)¡ �(x)

y ¡ x
>( 1

Ln(y) ¡
1

Ln(y)2 )+( 1

Ln(y)2 ¡
2

Ln(y)3 ) - 2.51
(y ¡ x)Ln(x)3 =

1

Ln(y) ¡

¡ 2

Ln(y)3 - 2.51
(y¡x)Ln(x)3 .

Dans le cas particulier où
y=e
xLn2(x) on pourra écrire �(y)¡�(x)

y¡x > 1

Ln(x) ¡
2

Ln(x)3 + 2.51

e
xLn2(x)Ln(x)3
; par

ailleurs �(y)¡�(x)
y¡x , que nous désignerons par �(x,y), représentant la proportion de

nombres premiers dans le segment [x,y], décrit la probabilité de choisir un nombre
premier lors du choix aléatoire d'un nombre entier dans l'intervalle [x,y].

(nous supposerons que le choix d'un entier dans [x,y] suit une loi uniforme)

2. En admettant l'hypothèse de Riemann

Soit la fonction � définie sur le demi-plan Re(s)>1 par �(s)=
P

n=1
+1 n¡s; l'hypo-

thèse de Riemann consiste en l'affirmation suivant laquelle les zéros non réels de �
appartiennent à la droite d'équation Re=1/2..
Dans [3] Guy Robin a démontré l'équivalence entre l'hypothèse de Riemann et

l'inégalité �(n)<e
nLn(Ln(n)) pour tout n>5041, où 
 est la constante d'Euler-
Mascheroni.

Notre objectif est plus limité: en admettant l'hypothèse de Riemann comme vraie
et alors, avec elle l'inégalité ci-dessus (pour tout entier supérieur à 5041, mais on
voit rapidement que cette minoration est sans conséquence), nous pouvons conclure
quant à la �¡ conjecture:

Pour celà nous allons nous intéresser à la nature de la série de terme général
1

Ln(un)
lorsque la suite (un) vérifie la condition 8n 2N 1 < un < un+1 6

e
unLn(Ln(un)) (Condition de Robin).

Théorème 3.
Si (un) est une suite d'entiers strictement supérieurs à 1 telle que
8n 2 N ; 1 < un < un+1 6 e
unLn(Ln(un)), la série de terme général
1

Ln(un)
diverge:

Démonstration. �

De l'hypothèse sur la suite (un) on déduit 8k 2 N; Ln(uk) <
Ln(uk+1)6
 + Ln(uk) + Ln(Ln(Ln(uk))), par suite 8k 2 N

1

Ln(uk+1)
>

1

Ln(uk)
� 1

1+ 
/Ln(uk) +Ln(Ln(Ln(uk)))/Ln(uk)
.

Posons tk=1/Ln(uk), (tk) tend vers 0 et 8k2N, tk+1>tk� 1

1+ 
tk+Ln(Ln(1/tk))tk
.

Par la suite nous ne préciserons plus que les séries considérées sont à termes
positifs.

2 PATRICK TELLER



On en déduit d'abord 8k 2N 06Ln(1/tk+1)-Ln(1/tk)6Ln(1 + 
tk+ Ln(Ln(1/
tk))tk); or la suite (Ln(1/tk)) tend vers +1, d'où la série de tg Ln(1/tk+1)-Ln(1/tk)
est divergente donc la série de tg Ln(1+ 
tk+Ln(Ln(1/tk))tk) aussi.

Remarquons que (tk) et (Ln(Ln(1/ tk))tk) tendent vers 0 et (tk)=o(Ln(Ln(1/
tk))tk), d'où Ln(1+ 
tk+Ln(Ln(1/tk))tk)� 
tk+Ln(Ln(1/tk))tk�Ln(Ln(1/tk))tk
d'où la divergence de la série de tg Ln(Ln(1/tk))tk.

De ce qui précède on déduit, par sommation des relations de comparaison, 8n2N
Ln(1/tn)¡Ln(1/t0)=O(

P
k=1
n Ln(Ln(1/tk))tk). (*)

Appliquant la transformation d'Abel on obtient 8n2N
P

k=0
n Ln(Ln(1/tk))tk=

Ln(Ln(1/tn))
P

k=1
n tk¡

P
k=1
n¡1

n
Ln

�
Ln(1/tk+1)
Ln(1/tk)

�P
i=1
k ti

o
.

Or 8k2N; tk+1<tk<1 d'où
P

k=1
n¡1

n
Ln

�
Ln(1/tk+1)
Ln(1/tk)

�P
i=1
k ti

o
>0 et d'où on déduit

de (*) la relation
8k 2N;Ln(1/tn)=O(Ln(Ln(1/tn))

P
k=1
n tk) , qui, compte tenu de la négligea-

bilité de Ln(x) devant x en +1, impose la divergence de la série de tg tk.

D'où
P 1

Ln(uk)
=+1.

Proposition 4.
Sous les hypothèses du théorème précédent la série de terme général Vn=

1

Ln(un)
¡

1

Ln(un)3
¡ 2.51

e
unLn(Ln(un))Ln(un)3
diverge.

Démonstration.
Il a été démontré que, sous les hypothèses du Théorème précédent, la série de

terme général 1

Ln(un)
diverge, par suite comme 1

Ln(un)3
est négligeable devant 1

Ln(un)
,

la série de terme général 1

Ln(un)
¡ 1

Ln(un)3
diverge.

D'autre part pour x assez grand 1

xLn(Ln(x))Ln(x)3 est négligeable devant 1

Ln(x)3 ,
donc la série de terme général

Vn=
1

Ln(un)
¡ 1

Ln(un)3
¡ 2.51

e
unLn(Ln(un))Ln(un)3
diverge. �

3. Etude probabiliste de la fonction f

Définition 5.
Soit f l'application qui à tout entier x>1 associe la somme de ses diviseurs stricte-

ment supérieurs à 1 et on considère le système dynamique
�
u0=x
8n2N; un+1= f(un)

.

Nous admettrons que la suite (un) vérifie la condition de Robin.

Supposons qu'un entier a ne soit pas premier et soit b=f(a), alors la probabilité
que b ne soit pas premier est égale à 1- �(b)¡�(a)

b¡ a .
Par suite si P désigne l'ensemble des nombres premiers et soit un entier positif

u0:
La probabilité que u0; :::;; un ne soit pas premier est égale à P (u0 2/

P )
Q

k=0
n¡1Pu2/P(uk+12/ P )6P (u02/ P )

Q
k=0
n¡1 (1¡Vk):
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Or la série de terme général (Vk)n2N� diverge , donc (
P

k=0
n¡1

Vk)n2N� tend vers
+1; et (¡

P
k=0
n¡1Vk)) tend vers ¡1; comme (Vk)n2N� tend vers 0 la série de terme

général Ln(1¡Vk) est de même nature, donc la suite (
P

k=0
n¡1Ln(1¡Vk) ) tend vers

-1 d'où ((
Q

k=0
n¡1 (1¡Vk)) tend vers 0.

D'où le Théorème:

Théorème 6.

Si on admet l'hypothèse de Riemann et soit f l'application de N
�
f0; 1g vers

lui-même qui associe à tout entier strictement supérieur à 1 la somme de ses

diviseurs strictement supérieurs à 1, la suite définie par
�
u0=x
8n2N; un+1= f(un)

est

stationnaire.

Autrement dit, la probabilité que 8n2N; un2/ P est nulle, l'évènement 9n2N
un2P est certain.
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